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CAPITOLO PRIMO. 



:; INTEGRAU DEFINITI SEMPUCI, DOPPE, TRIPU 

V A VARIABIU REALI. 



Premetto in questo capitolo un breve riassunto delle primarie pro- 
prietà ed impiego dei mentovati integrali, alcuni dei quali già incontrati 
in precedenti occasioni, ad oggetto di dare nei successivi capitoli conve- 
nevole svolgimento a parecchie importanti teorie, e per agevolezza agli 
studiosi. 

I. — Integrali definiti semplici, integrali curvilinei. 

417. Integrali definiti semplici. — Sia /(x) una funzione della 
variabile x, la quale si mantenga continua, finita, e ad un solo valore 
per ciascun valore di x, in tutto il variare della medesima tra assegnati 
limiti X = a, X = by a <^b; e si consideri l'integrale definito semplice 

(1) I = Jjix)dx, 

limite verso cui tende la somma 

I 

nella quale 

sono m — I quantità interposte tra a e i, allorché queste quantità, cre- 

F. CALOAiiKà. — ÌÌ9tt0mUa, yol. 111. i 
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scendo indefinitamente di numero, tendono a costituire una successione 
continua da a z b, ovvero (scritte per uniformità x^ = ^, x^=: b) che 
gli m intervalli 



•o> 



'i> 



^m ^m— I > 




flj- 108 



.B 



(4) ^. - 

crescendo indefinitamente di numero, con data legge tendono tutti verso 
zero. 

Con tali condizioni, e le cennate per la /(x), evidentemente per 
detta somma (2) deve esistere un determinato limite, che è il valore 
dell'integrale (i); ed aflSne di dare allo stesso un significato più specifico, 
facciamo la seguente costruzione: 

Nel piano di continuità di /(x) si traccino due assi coordinati or- 
togonali Ox^y Ox^ (fig. 108), e dinotate x^j, x^^ le coordinate di un 

qualsiasi punto distinto dall'indice k, su Ox^ 
(sopprimendo per semplicità l'indice i) si pren- 
dano i punti a, b con le ascisse Ox^, Ox^ 
corrispondenti ai limiti a q b dell'integrale, e 
sul secondo asse O x^ i punti, che corrispon- 
dono alle ordinate /(a), /(^)> restando cosi 
determinati i punti J, B nel piano anzidetto ; 
fra di essi punti si tracci l'arco s della curva 
avente per equazione 

(5) x^ = /(^.)> 

e pei punti di suddivisione dell'intervallo (a, i) si conducano le ordi- 
nate ad s. Considerata l'area Q compresa tra Ox^, le ordinate aAy 
bBy Q l'arco 5, è manifesto che ogni rettangolo di base x^ — Xj_j ed 
altezza /(xj_,), costituente un termine della somma (2), tanto più si av- 
vicina ad essere parte di Q per 
quanto più piccolo sia l'inter- 
vallo JCj — *»_, ; perciò facendo 
crescere m indefinitamente la 
stessa somma (2) ha per lìmite 
la designata area Q, che pertanto 
fornisce il valore dell'integrale 
(i), od altrimenti, quest'integrale 
è il limite della somma (2) for- 
nente il valore dell'area Q col 
crescere m indefinitamente. 



^^ ^jt 



--» 
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Se /(jc) non mantenga sempre lo stesso segno nell'intervallo (a, b\ 
diversamente della fig. io8, si rileva agevolmente che l'integrale (i) è 
tuttavia rappresentato dall'indicata area, ritenendosi però come aventi 
segni opposti le porzioni (fig. 109) situate da un lato e dall'altro dell'asse 
Ox^y seguendo i segni della /(x). 

418. Da questi principi e convenzioni derivano le seguenti immediate 
conseguenze : 

a) Anzitutto l'eguagUanza 

(0 ff{.x)dx+ ff(,x)dx = o, 

•/a t/h 

perchè gli elementi delle due somme sono a due a due eguali e di segni 
opposti ; e parimenti che per punti a^ b^ c^ . . . ^ k^ l m linea retta ha 
luogo l'equazione segmenta ria 

ab -^^ he '\' • • • -}- iS:/ + /a = o, 

coi limiti Uy by Cy .., yky l pcv lutegraU di una stessa funzione /(x) si ha 

(7) Cf'dx + T/.dx + . . . + f'f.dx + f'f.dx = o. 

L'eguaglianza (6) dimostra potersi sempre prendere per limite in- 
feriore dell'integrale (i) quello, che ha il più piccolo valore tra i due 
assegnati, cioè a dire a <^b come si è supposto; perciocché, se fosse 
diversamente, basterebbe invertire i limiti, e cambiare il segno dell'inte- 
grale, avendosi infatti 

(8) Jj(x)dx:=.-fj(x)dx. 

b^ In secondo luogo, poiché una funzione continua /(x), passando 
per tutti i valori intermedi in un dato intervallo (a, ^), raggiunge il suo 
massimo M e perviene al suo minimo m, l'integrale (i) sarà compreso 

tra M(b — a) ed fn(b — a), giacché / dx =i b — Uy dunque si ha 

(9) //(*) dx = K(b-a)= m. (b - a), 

essendo K il valore di f{x) per un certo valore 5 della x compreso tra 
a t h. 

e) Sia f (x) una funzione della medesima variabile x nelle stesse 
condizioni della /(x), si dimostra facilmente che l'integrale 

(10) £f(x)<fix)dx 
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va compreso tra i prodotti di M ed m per l'integrale 

<fix)dx; 



f. 



giacché, avendo luogo le in^uaglianze 






sommate le stesse risulta al limite 



m—iJ 



(II) M /"Vw^x > rfix)<f(x)dx > « f^ix)dx. 

d) Si è supposta /(x) continua, finita, e ad un solo valore per ogni 
valore di x neirintervallo (a, i), però potranno darsi casi nei quali ad 
un certo valore di x corrispondono per f(x) più valori finiti, ossia che 
al dato valore dell'ascissa, l'ordinata passi bruscamente da un valore fi- 
nito ad altro; nella (fig. no), per es., ad x = Oc, l'ordinata passa bru- 



A 







c 



scamente da cC a cD, e tuttavia l'integrale 
(i) ha un sènso preciso, e valore determi- 
nato, essendo la somma delle aree a A Ce, 
cDBb'y pertanto la /(x), in generale nelle 
condizioni sopraindicate, potrà anche subire 
nel dato intervallo (a, b) un numero limitato 
di discontinuità della specie anzidetta, senza- 
che l'integrale (i) cessi di avere un senso 
^^ preciso, e valore determinato. 



Altrimenti avviene, quando /(x) assume valori infiniti nell'indicato 
intervallo; se si abbia, per es., 



costruendo la curva 



/w=f. /=£^^. 
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s 



essa ha la forma della (fig. iii), cioè due rami curvilinei MNy M'N' 

simmetrìci rispetto all'asse Ox^^ 
che costituisce un'ordinata assin- 
totica per x == it e, quando e 
tende a zero, al quale limite 

/(^) = ^'y per X, = ± 00 ri- 
sulta /(Xj) = o, perciò anche 
Tasse Ox, è assintoto da uno 
stesso lato dei due rami di cur- 
va ; mtanto la formola d'int^a- 
zione applicabile dà 




r'àx 



▼alore incompatibile, giacché è imposàbile che l'area totale compresa tra 
le ordinate MP, M'P' corrispondenti alle ascisse + i e — i abbia il 
valore — 2 ; la stessa è infinita, com'è facile rilevare considerando i due 
integrali 

ì quali aumentano entrambi senza lìmiti, allorché e tende a zero. 



419. Dal precedente risulta che Tintegrale 



(12) 



£f(.x)dx, 



il quale dipende dal limite superiore x, qualunque questo sia nelle con- 
dizioni indicate pel limite by è una grandezza bene determinata, giacché 
é il Umite della somma (2), in cui é posta x in luogo di b; esso in- 
tegrale é dunque una funzione determinata F(x), la cui derivata sia la 
data funzione f(x). 

Quando per un processo qualunque si trova una funzione continua 
finita F(x)y che ha per derivata /(x), la medesima non differisce dal- 
l'integrale (12) che per una costante C, ossia é 



(13) 



F(x) = £Kx)dx+C, 



dappoiché tanto questo, quanto Tintegrale (12), hanno entrambi la stessa 
derivata. 
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Posta in (13) X = a, viene F(a) = C, quindi: 

04) Fix)-F{a)=jy(x)dx, 

e di seguito alla (9) si ha 

(15) F(b)-F(a) = (h-a)F{l\ 

essendo F' la derivata di F, e ^ una quantità compresa tra a e &, la 
quale relazione (15) costituisce il teorema degli aurescimenti finitL 

420. Cangiamento di variabile, e differenziazione sotto il 
SEGNO d'integrazione. — Se nell'integrale (i) si considera x quale fun- 
zione di altra variabile ty cioè 

(16) * = 9(0, 

essendo <f{i) una funzione continua, finita, e ad un solo valore in tutto 
il variare di ^ da /^ a /^, 1^ e t^ corrispondono ai limiti a e b della x, 
vediamo come si possa introdurre in detto integrale questa nuova va- 
riabile; per l'oggetto si divida l'intervallo (/^, t^ ia m intervalli deter- 
minati dai valori intermedi /, , t^, . . . , t^^^ della t, corrispondenti ai 
valori (3) della x, pel teorema degli accrescimenti finiti abbiamo 

(17) *i — ^k-, = Qk — ^-,) ?' (Pk) (* = I, 2, . . . , m), 
Oj^ dinotando un valore di i compreso tra t^_^ e tj^ ; conseguentemente 
per la somma (2) viene 

(18) |:('»-09'(»»)/[9(o], 

e quando tutti gl'intervalli t^ — t^_^ tendono a zero, crescendo tn inde- 
finitamente, questa somma (18) ha per limite l'integrale (i) trasformato, 
cioè a dire 

(19) /= rKx)dx= r''f[90)W(.0dt, 

dunque per effettuare il cangiamento di variabile nell'integrale (i) di 
seguito alla relazione (16), si rimpiazza (f(t) alla x nella /(x), e ^'(t)dt 
a Jx, pei novelli limiti sì prendono i valori di / corrispondenti ad a e 
b della x. 

Supponiamo in secondo luogo che in (i) la /, oltre a dipendere 
dalla variabile x, essa sola od insieme ai Umid a, b dipendano altresì 
da un parametro arbitrario X, e si voglia differenziare l'integrale rispetto 
a questo parametro ; consideriamo da prima il caso che la sola / di- 
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penda da \ essendo a e b costanti, talché riguardato / quale funzione 
di X sia 

(20) / = F(X) = T/Cx, y^dx. 

Dato a X l'incremento ÀX, si deduce 

Ì7(X + AX)-F(X) _ /- VCx, X + AX)-/(x, X) 

AX "X AX ' 

e facendo coavergere AX a zero, al limite risulta 

basta dunque differenziare rispetto a X semplicemente la /(x, X) sotto 
il segno integrale. 

Consideriamo in secondo luogo tanto / quanto a e b dipendenti 
da \ perciò anche x dipendente dallo stesso parametro, e poniamo 

(22) X = (b — fl) tt 4" ^> 

in cui sia f/ altra variabile indipendente, alla quale corrispondono per- 
tanto i valori zero ed i ai limiti a tt b dì x; con la precedente regola 
del cangiamento di variabile per l'integrale (20) abbiamo 

e di seguito all'altra regola per la differenziazione sotto il segno d'in- 
tegrale a limiti costanti, viene 

Da questa equazione, avendosi per (22) 

dx /db da\ da 

dX ~ \n~Tkr^d\' 
risulta 



+/■/('. ^)(^-^)^«. 



e ripassando da u alla variabile x mediante le relazioni 

X — a , dx 

u = -5 . du = 



b-^a ' b — a ' 

8Ì Ottiene 



8 
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ovvero 




d±_da 



d-k 



+^/'j/(>,>). 



infine, eseguendo le due ultime integrazioni facili ad ottenersi, risulta 

la quale forinola dà la regola di differenziazione nel caso generale sopra 
indicato. 

421. Integrau cuRvn-iNEi NEL PIANO. — Sia /(x, , xj una fun- 
zione continua e finita in tutto il variare delle quantità x^ , x^ entro un 
campo piano C, e fra le due variabili sia data l'equazione 

(24) ?(^,> O = 0,0 risoluta x^ = ^'.(xj, pwero x, = ^'.(xj, 
essendo ^,(x,) una funzione continua finita col variare della x^ nel 
campo anzidetto, similmente ^a(xj rispetto alla x^; inoltre, sieno dati 
i limiti di una di esse variabili, supponiamo a,, b^ della x, , coi quali 
siano dedotti dalla (24) i limiti corrispondenti a,, b^ della x,; con tali 
condizioni si consideri l'integrale 

(25) 1= lf(,x,y xjdx,, 

al quale si può dare una rappresentazione geometrica analoga a quella 

dell'integrale (i). 

Infatti, tracciati nel campo C due assi coordinati ortogonali Ox, , 

Ox^ (fig. 112), e con le coppie di va- 
lori (a,, aj, (t,, tj per le x,, x, fis- 
sati i punti Ay Bf sieno congiunti questi 
con la linea 5 data dall'equazione (24); 

si divida esso arco in f» -f- ^ P^^ ^^^ 
punti A^, A^f . . . , A^y le cui coordi- 
nate si prendano per coppie di valori 
successivi delle variabili nella /(x, , xj, 
dinotandosi x,|^, x^^ quelli del punto de- 
signato ^^, e si formi con essi la 
somma 

(26) (x, -a.)/(a, , ^ J+(a„-x. J/(x„ , x,.)+ ••• +(t — x J/(x.,, x, J. 
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Facendo tendere a zero tutti gli archi A^ A^^^ , e con essi gl'inter- 
valli X, 4^, — x,j, seguendo una legge qualunque, perciò crescendo m 
indefinitamente, questa somma (26), stante la continuità della /(x, , xj 
entro il campo suindicato, tenderà verso un limite determinato, che è 
il valore dell'integrale (25), il quale si suole pure designare 

(27) J = JKx,, x;)dx^, 

e denominare integrale curvilineo lungo la linea s da A in B, 

Lo stesso è in sostanza un integrale definito semplice, giacché stante 
la (24) si ha 

./(*..*.)=/[*.. +.(0] = HO. 

quindi l'integrale (25) assume la forma 



(28) 






ed al medesimo si può dare anche un'espressione più specifica come 
segue: 

A partire da A andando in J5, i vari elementi AA^yA^A^,..,,A^B 
si dinotino ds^, ds^y ... , ds^^ ed a^^, a^^, ... , a^^ i coseni degli 
angoli, che le normali ad essi elementi, prese in una direzione presta- 
bilita dall'uno o l'altro lato di 5, formano con l'asse 0x^,1 quali sono 
egualmente gli angoli che le tangenti agli stessi archi ds^^ ds^, ... for- 
mano con l'asse Ox,; per un elemento qualsiasi ^^^ si ha 

poste per uniformità dì scrittura ^ =x,,, a,=x,„, * =x,^„^,, *,=x,,,^,, 
perciò la somma (26) può designarsi 

(29) £/(*.». *J«.»<^*». 

o 

e l'integrale (25), tralasciando l'indice k, si designerà 

(30) 1= ffi^rf ^J«.^^> 

estesa l'integrazione a tutti gli elementi della curva s interposti tra -^ e £• 
Eseguendo relativamente all'asse Ox, ciò, che precedentemente è 
stato praticato rispetto all'asse x, , se sieno dati primitivamente i limiti 
fl, , b^ ddla variabile x, , e con essi determinati i corrispondenti a^ , h^ 
della x^ y fissati perciò i punti Ay By e tracciata fra gli stessi la medesima 

F. Caldarb&à. — Meccanica, voi. III. a 
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linea s mercè requazìone (24), si potrà prendere in considerazione l'in- 
tegrale curvilineo 

quale limite della somma 



|^/(^fc> ^J«2k^^k> 



20 > ai > 



^am ^ <^oseni degli angoli, che le indicate normali 



(32) 

essendo a 

agli elementi ds^, d 5, , . . . , ds^ formano con Tasse x, , o che le 
tangenti ai detti elementi formano con l'asse Ox^y nella designazione 
dell'integrale (31) essendo ommesso. per brevità l'indice k. 

Osservazione. — Si è supposto che la curva 5 (fig. 1 1 2), lungo 
la quale si calcola l'integrale /, sia incontrata in un solo punto da qual- 
siasi parallela agli assi, ma in 







d 



generale potrà avvenire diver- 
samente; per la fig. 1 1 3, per es,, 
la parallela ad Ox^ tirata per 
k^ incontra 5 nei quaaro punti 
K\ K*\ K''\ ifiv ; in questo 
caso si riguarderà l'arco 5 co- 
me composto da più parti, 
in ciascuna delle quali ad o- 
gni valore di x, corrisponde 
per x^ un solo valore, e le 
estremità di codesti archi par- 
ziali sono determinate dai 
■^ punti, nei quali le tangenti si 
dispongono parallele agli assi 
(cosi nella fig. 113 le parallele ad x^ nei punti C, D, E) ; l'integrale 
/ sarà allora la somma di più integrali, ognuno soddisfacente alla sup- 
posta condizione (per la fig. in esame, per es., gl'integrali lungo gli archi 
AC, CD, DE, EB). 

422. InTEGRAU DIPENDENTI SOLTANTO DAI VALORI LIMITI DELLE VA- 

RiABiu. — Sieno U e V due funzioni, ciascuna composta dalle variabili 
^i > ^a > continue e finite in un dato campo piano C, entro il quale 
sieno pure continue e finite le loro derivate parziali prime, e sieno dati 
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i valori limiti a^ , b^ della x, , a, e b^ della x^ , coi quali si determinano 
in detto campo i punti A, B; si consideri l'integrale 

(33) 1 = J\udx, + Vdx:), 

preso lungo una qualunque delle infinite curve, che possonsi tracciare nel 
campo C tra i due punti fissi A, £, e vediamo a quale condizione deb- 
bano soddisfare le t7 e F, affinchè l'integrale non dipenda dal cammino 
seguito per andare da A in B, ossia qualunque fosse la curva prescelta 
5, ma solamente dai valori limiti delle x^ , x^, cioè a dire dalle posizioni 
dei punti estremi A^B. 

Riguardiamo le menzionate curve, tutte passanti pei punti fissi A, 
B, come una famiglia dipendente da un parametro arbitrario \ la pre- 
scelta s corrispondendo ad un valore dato \, ed essendo questa definita 
dall'equazione 

^a = ?(^)> 

possiamo assumere per tutte le curve della detta famiglia 

(34) *, = ? (*.) + (^ - \) (^. - «.) (*. - *.) K*. , >), 

in cui +(^1 > ^) designa una funzione qualunque delle jc^, \ continua 
e finita nel campo C; l'integrale / sarà pertanto una certa funzione di 
X, e se vogliamo che non dipenda dall'indole della curva prescelta, la 
sua variazione S/ relativamente a X dovrà essere identicamente nulla *). 
Riguardata in (33) la x, quale variabile indipendente, ed osservato 
che C7 e F sono funzioni di \ giacché x^ è funzione di x^ e \ per 
la cennata variazione si ha 

S/=S f\udx^+Fdx;)=f\^UJx^'\-hF.dx^+FÌdx,), 
e poiché 



dx^ ^' dx^ 



viene 



"=/"(^^'-+-^^'-)*'-+/"''^*'- 



*) Occorrendoci di eseguire differenziazioni o per rapporto ad x, , o per rap- 
porto a X, le designeremo rispettivamente con le caratteristiche d t t, osservando 
sempre che nelle successive differenziazioni esse si possono invertire, stantechè x, e X 
sono fra loro indipendenti 
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Mercè integrazione per parte si consegue 

stantechè [rSxJÌ| è nullo, essendo ix^ nulla pei valori a^, b^ della 
X,; sostituendo quest'ultima espressione in $/, risulta 

ed affinchè sia questa identicamente nulla, evidentemente dev'essere nulla 

la quantità in parentesi sotto il s^no integrale, cioè a dire bisogna 

che sia 

, . dU dV 

Questa eguaglianza costituisce la condizione necessaria richiesta, giac- 
ché se la medesima non avesse luogo, qualunque fosse il segno della 

differenza 

dU dV 

dx^ d X, 

lungo la linea per la quale si prende l'integrale (33), assumendo nella 
(34) per i( una funnone indipendente da \ verrebbe 

qiundi 

ed essendo ^(xj arbitraria, si potrà sceglierla a modo che la quantità 
sotto il segno d'integrazione mantenga costantemente lo stesso segno 
in tutto il percorso da ^ in £, conseguentemente la $/ non sarebbe 
nulla. 

La condizione (35)» che è necessaria, è altresì sufficiente; infatti, 
considerate le x, , x^ quali funzioni continue finite e ad un solo valore 
di uno stesso parametro t, cioè 

posto che i limiti di esse variabili corrispondono a t =^ t^^ ^ = ^x > P^^* 
siamo assumere per equazioni determinanti le curve della famiglia so- 
praindicata 
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*. =/.(0 + 0- \)0 - OO -- '.)*0. ^), 
*. =/,(0 + (^ - ^JO - '.)(' - O»0. ^), 

essendo x(/, >) una funzione continua qualunque di / e X nel campo 
Cf e con tale cangiamento di variabili per l'integrale I viene 



/= r\Udx, + Fdx,), 



sottinteso che, mentre le 17 e F diventano funzioni di /, per dx,, dx^ 
devonsi porre rispettivamente /[ (/) d i, f\ (t) d U 

Intanto, dallo stesso integrale considerato quale funzione di X deriva 

il= r\iU.dx^ + ^F.dx^+ U^dx^ + F^dx;); 

integrando per parte, con la considerazione che ^x,, ix^ sono nulle ai 
limiti t^ e i^ della i, si ottengono 

e sostituendo in )/ risulta 

ma per qualsiasi curva della suddetta famiglia ha luogo T^uaglianza (35), 
si ha dunque S/ = o. 

423. Integrali curvilinei nello spazio. — Il concetto d*mt^rale 
curvilineo, limitato fin qui alle curve piane, può essere generalizzato co- 
me segue per le linee nello spazio: 

Sia /(x^ , x^ , Xj) una funzione continua e finita per tutto il va- 
riare delle X,, x,, x^ entro un certo campo S dello spazio, le stesse 
tre variabili sieno legate fra loro per due date equazioni 

e di una di esse variabili, della x, per es., sieno dad i valori limiti a^, 
&, , coi quali mediante le (36) si determinano i corrispondenti limiti a^^ 
h^ della x^y e a^y b^ della x^ ; con tali condizioni, e presa la x, per va- 
riabile indipendente, si consideri l'integrale 
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(37) 1= / /(^,> ^a> x;)dx,i 

al quale si può dare una rappresentazione geometrica bene definita, e- 
stensione allo spazio della costruzione fatta nel piano (§421) per l'in- 
tegrale (25). 

Neirindicato campo 5 si traccino tre assi ortogonali Ox^, t con le 
due terne di valori (a, , a^ , a^), (b^ , b^ , b^) per le x, , x^, x^ si fissino 
due punti A q B, indi fra questi punti si tracci la linea s definita dal- 
l'equazioni (36); ciò fatto, si divida l'arco 5 in m -)- i parti nei punti 
A^, A^y . . . , A^y le cui coordinate, designate x,^ , x,j , x^j per un punto 
qualsiasi A^y si prendano per terne successive di valori delle tre varia- 
bili nella /(x, , x^ , x^), compresi quelli dei punti estremi A^ B, e si 
formi la somma 

^^^ ì •••+(*. -0/(^..,^a.>^,J- 

Facendo convergere a zero gli archi parziali A,^Aj^^^y e con essi 
grintervalli x,^^, — x,^, perciò crescendo m indefinitamente, stante la 
continuità della /, e di mantenersi finita nel campo 5, la somma (38) 
tenderà verso un limite determinato, che è il valore dell'integrale (37), 
il quale suole designarsi 

(39) J = ffCp^i» ^a> ^)^^,> 

e si denomina integrale curvilineo nello spazio lungo la linea s dal punto 
A al punto B. 

Del resto non è che un integrale definito semplice, perciocché risol- 
vendo l'equazioni (36) rispetto ad x,, x^, si hanno l'espressioni 

per cui mezzo la funzione / diviene 

/(^,> ^a> ^3) =/K> ^ W ^(^.)] = *(^f)> 

e l'integrale (37) 

(40) /= r^Mdx,. 

Conservando per (37) il concetto d'integrale curvilineo, e la sua 
rappresentazione nello spazio, si può esprimere in modo più specifico, 
analogamente all'integrale (30) del § 421; infatti, sieno dinotati ds^^ 
ds^^ . . . , ds^ i successivi elementi dell'arco 5, a partire dal punto e- 
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Stremo A andando in B, e p,^, p,,, . . . , P,^ i coseni d^li angoli, clie 
le tangenti ai detti elementi formano con Tasse Ox^, sicché per qual- 
siasi elemento às^ sìa 

in conseguenza la somma (38) e lo stesso integrale (37) si possono e- 
sprimere come segue, poste per uniformità di scrittura a, = x,q, a^z=.x^y 
a^ = Xj^ , la prima cioè per 

e l'integrale, tralasciando per brevità l'indice i^, 

(42) 1 = jf{x,, x„ X^)^^d5, 

estesa l'integrazione a tutti gli elementi della curva 5 da ^ in B. 

Se sieno dati primitivamente i valori limiti a^, fr, della x^, o gli 
a^y b^ della x^, e con gli stessi mediante l'equazioni (36) calcolati i li- 
miti corrispondenti delle due variabili dipendenti, fissati nell'un modo o 
nell'altro gl'indicati punti Ay B, e tracciata fra gli stessi la linea desi- 
gnata 5, si potrà prendere in considerazione gl'int^rali curvilinei seguenti, 
secondochè sia x, ovvero x la variabile indipendente. 



(43) 



(44) ^— f '^^*' ' *' ' ^3) '^"i— f-f^^^' ' *» ' *3) Pj ^ *» 

estese le int^azioni a tutta la curva s ài A m B; i quali intanili so- 
no rispettivamente i valori lìmiti delle somme 

(45) £/(*,». *.j. x^ò^^Js^, 

O 

(4O £/(*.». *,». *5»)P,l''^». 



^2k> ^3k designano i coseni direttori dell'arco ds^ relativamente all'asse 
Ox,, od all'asse Ox^, e nelle (43), (44) si è ommesso per brevità l'in- 
dice k. 
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IL — Integrali doppil, integrali di superficie, 
quadratura delle superficie. 

424. Integrali doppii, — Sia /(x, , x,) una funzione colle condizioni 
designate nel § 421, però le x, , x^ restando aflFatto indipendenti fra loro, 
variando la prima tra limiti determinati a^^ b^, la seconda tra altri li- 
miti a,, i^, e si consideri Tintegrale doppio 

il cui calcolo si può conseguire con la ricerca di due integrali definiti 
semplici; infatti, si può eseguire da prima l'integrazione 



£ 



riguardando x^ come costante, il risultato sarà una funzione della x,, 
che si moltiplicherà per dx^y ed indi s'integrerà il prodotto tra i limiti 
di essa variabile, conseguendosi 

(2) /= ràx,r'f(^.>=^.)àx,i 



e stantechè si può eseguire le integrazioni in ordine inverso, s'inferisce 
dovere sussistere l'eguaglianza 

^^, / K^if x,)dx^= dx, f{x^,x^dx^. 

Si dividano gl'intervalli (a^ , i,), (a^ , i J, ciascuno in più intervalli, 
come si è faao rispetto agl'integrali definiti semplici, e supponiamo il 
primo in m + I intervalli x, ,.^, — x,^, posto 1 = 0, i, . • . , w, ed es- 
sendo x,^ = a, , X, ,^^, = ij , il secondo intervallo (a, , A J in « + ' 
intervalli x, j^, — ^a», con A = o, i, . . . , «, x,^ = a^, x^„^, = *,, e 
con tali suddivisioni si formi la doppia somma 

Stante la continuità della funzione / (x, , x,), se si fa tendere a 
zero tutti gl'intervalli di suddivisione degli (a^, i,), (a,, t^), seguendo 
una legge qualsiasi, però facendo crescere indefinitamente i numeri m, n, 
questa somma (4) tenderà evidentemente ad un limite determinato, che 
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costituisce il valore dell'integrale (i), allo stesso intanto si può dare una 
rappresentazione geometrica bene determinata come segue: 

Nel campo di continuità della / si traccino due assi ortogonali 
Ox, , Ox^ (fig. 114), e parallelamente agli stessi due coppie di rette 

pei punti corri- 
spondenti alle a- 
sdsse a, , i, , ed 
alle ordinate a^ , 
b^ , le quali quat- 
tro rette deter- 
minano il rettan- 
golo MNPQ; 
sia Q l'area com- 
presa in un dato 
contomo L chiu- 
so, e non intrec- 
ciato, il quale toc- 
^ ca interiormente 
in uno più pun- 
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ti ciascuno dei lati dell'indicato rettangolo. Ciò -premesso, pei punti di 
suddivisione degl'intervalli (a^, J,), (a^, JJ si conducano due fasci di 
parallele agli assi coordinati, le quali scompartono Q in rettangoli, tanto 
più piccoli e numerosi, quanto più crescono m ed n, doè crescendo le 
suddivisioni dei detti intervalli; sia p un vertice, di coordinate x^^, x^^^ 
dell'uno di essi rettangoli, che si dirà rettangolo (i, ft), i cui lati sono 
X, ;^, — x,j, x,4^, — Xj^; con le coordinate di/> si formi il valore della 
funzione /, e moltiplicato questo per l'area del rettangolo (i, fc), si ottie- 
ne per prodotto un termine della (4), questa dunque è la somma di 
cosi&tti prodotti estesa a tutta l'area Q. 

Alcuni rettangoli, in vicinanza del contomo Z, come uvu'v' nella 
fig. 114, potranno sortire in parte dall'area in considerazione, e che 
pure figurano nella somma (4), possono esservi altri, come 5 / s' t\ fra 
i cui contorni ed L rimangono porzioni di detta area non comprese 
nella (4), la quale tuttavia, crescendo indefinitamente m ed », tende 
ad un limite determinato, che è il valore dell'integrale (i). 

La somma degli anzindicati prodotti può eseguirsi anche prendendo 
i rettangoli a strisce^ ciascuna determinata da una coppia di parallele 



F. OmiMà. — M$<94nUm, voi. UI. 
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ad UDO degli assi coordinati ; assumiamo, per es.. Tasse x, , e cosi ri- 
tenendo le x,jy x^i^^ quali costanti, si formi la somma 



(5) 






esteso k da zero ad n ; indi si otterrà la somma di tutte queste somme 
parziali, facendo variare in ciascuna la i da zero ad m, conseguentemente 
per la (4) si avrà 

e poiché si può cominciare dall'aggruppare i rettangoli a strisce parallele 
all'asse Ox^, si vede manifesta la sussistenza dell'eguaglianza (3). 

425. Cangiamento di variabiu negl*integrau DEFiNrri doppi. — 
Supponiamo relativamente all'integrale (i) che le x, , x^ sieno legate ad 
altre due variabili u, t; per le relazioni 

(7) ^. = ?,K ^)> X, = 9X«, v), 

fi» fa essendo funzioni continue e finite nel medesimo campo C, dalle 
quali derivano 

(8) dx^^= k^du ^ l^dVj dx^z=z k^du-^- l^dVy 
poste 

h —iìL h —^ l —élL l — ^ 

'''~ du' '^'~ du' '~ dv' '~ dv' 
e dalle stesse (8) si ricavano inversamente 

(9) D.du = l^dx^ — K^^»9 D.dv = k^dx^ — k^dx^, 
essendo D il determinante funzionale 



(IO) 



D = Ki,-KK = 



du du 



in riguardo al quale si osserva di non poter essere mai nullo, afl^chè 
per la sussistenza delle (7) ad ogni coppia di valori determinati delle u, v 
corrisponda altra determinata delle x, , x,, ed inversamente. 

Eseguendo una prima integrazione con riguardare costante la x^, 
perciò i2x, = o, poiché dalla prima (9) risulta 

D.du = l^dx^, 
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per l'int^ale (i) si ha 

/(x., x^D.du 



/"'•/■ 



in questo devesi considerare u costante, e con ciò dalla seconda (8) viene 
dx^ = l^dv, sicché per lo stesso integrale (i) risulta 

(II) I = fff(.f„^,)Ddudv, 

1 nuovi limiti essendo i valori dì u g v che per le (7) corrispondono 
alle coppie di valori (a,, aj, (t, , b^ delle x^, x,. 

426. Introduzione delle coordinate curvu-inel — Consideriamo 
i punti del campo C, oltreché riferiti a due assi ortogonali Ox, , Ox,, 
riferiti altresì ad un sistema di coordinate curvilinee arbitrarie (a), (v) 
tracciate nello stesso piano, essendo queste coordinate u, v per un punto 
qualunque legate alle x,, x, per relazioni simili alle (7); mediante due 
famiglie di codeste curve l'area U sopraindicata sarà scompartita in qua- 
drilateri curvilinei, infinitamente piccoli se le coppie di curve di ciascuna 
famiglia si prendono infinitamente ravvicinate, cosi il quadrilatero MNM'N' 
nella (fig. 115), compreso tra le curve (u, u -{- du), (v, v -f- dv), es- 
sendo M il punto (a, v), N' il punto (u -]- du, 
V -]- dv\ ed i lati AfN, MM' corrispondenti 
Tuno alla variazione di u rimanendo v costante, 
l'altro inversamente. 

L'integrale (i) sarà la somma di elementi, 
ognuno costituito dal prodotto dell'area dù éà 
uno di essi quadrilateri pel valore/ (9,, 9J, che 
prende la funzione / con la sostituzione delle 
coordinate curvilinee u, v del vertice distintivo 
del quadrilatero, in conseguenza esso prende la forma (11). Infatti^per 
l'elemento infinitamente piccolo MN' = ds,\e coordinate estreme essendo 
(^., ^a), (^i + dx,, X, + dxj, stante le (8) si ha 

ds' = Edu' + 2 Fdudv + Gdv\ 

pei lati MN = M'N', MM' = NN' vengono l'espressioni 

Af' JV' = duVE, MM' = dvVG, 
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e dinotato x l'angolo MM'N\ poiché 

MN''"=Mlr" + AFN'" — zMM'.WWcosx, 

risultano 

cos K = Fi^E G, sen x = YEG — F*; 

conseguentemente per Tarea dù del quadrilatero MNN'M' sì ha 

dù=JlM'.WN'.seny, = dudvVEG — F\ 
inoltre, com'è facile verificare, 

risulta dunque 

(12) I = JJf(<f,, ^;)Dduàv = fff(<f„ ?.)dQ. 

Se, per es., si passa dalle coordinate rettangolari x, , x^ alle polari 
p, 6 mercè le relazioni 

jCj = p cos 0, Jf a = P sen 6, 
le nuove variabili essendo p, per le u, Vy sicché le due famiglie di 
linee che scompartono O sono: un fascio di raggi col centro in 0, ed 
una successione di circoli concentrici allo stesso polo 0, poiché risulta 
D = p, per l'int^rale (12) si ha 

(13) /= r /"/(pcose, psene)pdpdO. 

427. Quadratura di superficie piane. — Se nell'integrale (i), 
o suoi trasformati (11), (i3)> si pone /= i, si hanno integrali for- 
nenti la quadratura di superficie piane, e secondoché sia l'area O scom- 
partita in una rete di rettangoli, o di quadrilateri curvilìnei, o mistilinei, 
adoperando cioè coordinate ortogonali, o curvilinee, o polari, si hanno 
le formole 

(14) 0= f fdx^dx^, 0= f fodudv, 0= f ffd^d^ 

i limiti delle integrazioni dipendendo dal contorno dell'area in considera- 
zione. 

a) Riferita la stessa ad assi ortogonali, se sia limitata (fig. 64 del 

5 145) dalle ordinate estreme corrispondenti alle ascisse OC=c, OH=:h, 
e dalle curve M' N\ MN date per l'equazioni 

ovvero in coordinate polari p, 0, di asse Oxi t polo 0, sia limitata 
(fig. 65 cìl §) dai raggi OM, ON corrispondenti a dati angoli a e ^ 
per 0, e dalle curve M^N\ MN determinate per l'equazioni 
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secondo i due casi si hanno 



p. = ».(»); 



(15) 






1» 



essendo ^^^ i(^ le ordinate alle due curve che corrispondono ad una 
stessa ascissa x,, e p,, p, i raggi vettori alle due curvQ corrispondenti 
ad uno stesso angolo 0. Se poi l'area O si estende all'asse Ox^^o sino 
al polo Oy essendo perciò nell'un caso o l'altro ^^x^ = o, \i^) = o, 
vengono 

(16) a = £ux,)dx„ Q = ±.£7M*dò. 

b^ Allorché Q è limitata da un contorno chiuso s, non intrecciato, 
avente per equazione 

^a = /W ovvero p=/(e), 
le ordinate estreme, od i raggi vettori estremi, devono essere tangenti al 
contorno 5 (fig. 116, i^?)» e sussistono sempre le medesime formole 

(15), le quali manifestano 
che l'area O si può altresì 
riguardare scompartita in 
istrìsce parallele ad Ox^ 
(fig. 116) equidistanti di 
d X, , e per coordinate po- 
lari in istrisce tra raggi vet- 
tori consecutivi compren- 
denti un angolo d^ (fig. 
117). 

e) Si osserva d'altro 
canto potersi introdurre nel- 
l'espressione di Q gli ele- 
menti delle curve che la 
limitano, o del suo contor- 
no 5, giacché dinotati d s^ , 
ds^ gli archi intercetti da 
una delle indicate strisce 
parallele ad Ox,, ai quali 
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per un estremo corrispondono le ordinate ^,9 ^a> ed i raggi vettori p, , 
Pa P^^ gU ^^^^ intercetti da una strìscia angolare, designati y, , y^i co- 
seni degli angoli, che le normali esteriori ai detti archi formano rispet- 
tivamente con Tasse Ox^, o coi raggi vettori anzindicati, osservando 
però che codesti angoli sono ottusi all'ingresso dell'ordinata o del raggio 
vettore nell'interno dell'area, ed acuti alla sortita, e sussistono perciò le 
relazioni 

(17) dx^ = — y^ds^ = Ya^^a, dO = — Y.^^rp, = Y.^^.^Pa* 
si hanno in conseguenza per le (15), reladvamente ai due sistemi di 
coordinate, 

d) Supposto, per maggiore generalità che il contorno 5 abbia sinuo- 
sità tali, che una parallela ad Ox,, od un raggio vettore OAf, lo in- 
contra in più di due punti, bisogna per una stessa spante si abbiano in 
riguardo i punti d'ingresso, ed i rispettivi di sortita attraverso l'area Q, 
come per es. nella (fìg. 118) relativamente alla parallela ad Ox^ con- 
dotta per k, la quale incontra s 




in sei punti, tre i, 3, 5 d'in- 
gresso, e tre 2, 4, 6 di uscita; 
distinguendo gli archi ds inter- 
cetti dalle varie strisele con gl'in- 



dici impari I, 3> 5< 



all'in- 



gresso della retta segante, e coi 
pari 2, 4, 6, ... all'uscita, pren- 
dendoli a coppie (i, 2), (3, 4), ... 
per le successive strisce in mtta 
l'estensione di Q, supposto che 
queste siano in numero n, ed 
in una striscia vi siano contenu- 
te k coppie, per l'espressione di 

il, secondo i due sistemi di coordinate sopra indicati, si hanno le for- 

mole 

, V ( ^ = Z « Z (*a.>. Yai^. d S,i^, + +,..,, Ya.>. ^ ^al*a)> 

( ^ = 7 Z"Z(P«-^iY"-^i^^«>« + Pa.+aTat*a^^a.-+a)> 

il secondo sonamatorio ^ esteso, per una stessa striscia, ad i =0, i, ..., i, 
ed il primo a tutte le n strisce comprese in O. 
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Con più generale designazione si può anche scrivere, a luogo delle 
precedenti formole, 

(20) Q=zJ^yds, Q = ^Jpyds, 

estese le integrazioni a tutti gli elementi del contorno Sy ciascuno preso 
una sola volta. 

e) Si osserva infine che allorquando U contorno è intrecciato, per- 
ciò l'area O costituita da più caselle, ciascuna a contomo chiuso sem- 
plice, le cui aree possono calcolarsi con le formole precedenti, bisogna 
avere riguardo alle rispettive caratteristiche, seguendo il contorno intrec- 
ciato in un percorso prestabilito secondo la regola di Gauss *). Cosi 
nella (fig. 1 1 9), il cui percorso è nel senso ab e ... ha, l'area costi- 
tuita dalle caselle B, C, D, E, F, 
G, Hy K, alle quali come si rileva 
agevohnente competono le rispetti- 
ve caratteristiche -f- i> + i> + i> 

+ 2, + 3> + 2, + i> + I, l'a- 
rea Ù va espressa per la formola 

= 5+ C + D + 2£+3F 

428. Integrali di superficie. — Sia F^ (x, , x, , x^) una funzione 
delle variabili x, , x^, x^ legate fra loro per un'equazione 

che rappresenta una certa superficie <t, limitata da un contorno Z, la 
cui projezione sul piano x^ Ox^ determina una curva 5, , supposta la stessa 
<j tale, che ogni parallela all'asse Ox, la incontra in un solo punto; con 
queste condizioni sia costituito l'integrale doppio 

(22) /^ =yy F^(x,, X,, x^dxjx^y 

estensibile all'area A^ racchiusa dalla curva 5,, rimpiazzandosi per x, 
quale funzione delle x^, x^ i valori conseguenti dalla (21). 

Introduciamo in esso integrale gli elementi della superficie 9, osser- 
vando che dx^dx^ è la projezione sul piano x^Ox^ dell'elemento da, 




^ Confrontate la mia Opera citata nel $ lai, pag. 19 e seg. 
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sicché dinotato a^ il coseno dell'angolo, che la normale z d^ forma con 
l'asse Ox^y presa la medesima dall'aspetto di 9 sicché a^ sia positivo, 
avendosi pertanto 

(23) dx^dx^ = aLrd9, 
pel detto int^ale viene 

(24) ^. = ff^i^^i* *«> x;)clJ<s, 

estensibile a tutti gli elementi di a, il quale perciò dicesi integrale di sur 
perfide. 

Pei punti di Ly che sono punti di contatto della a col cilindro projet- 
tante lo stesso contorno L sul piano x, O x, , k normale é perpendico- 
lare ad Ox,, si ha dunque per questi punti 

(25) 7^ = o, 

e l'eliminazione deUa x, fra questa equazione e la (21) dà l'equazione 
dell'indicato contomo 5,. 

Sieno F, (x, , x, , x^), F^ (x, , x, , x^) altre due funzioni composte, 
al pari di F,, dalle stesse tre variabili x^ l^ate dall'equazione (21), per- 
ciò tutte tre queste funzioni F,, F^, F^ messe in coesistenza coll'in- 
dicata superficie a, il cui contorno limite L si projetti altresì sui piani 
coordinati x Ox,, x, Ox^, mediante le quali projezioni risultano in essi 
piani le linee s^y 5 , racchiudenti le aree A^y A^y ed analogamente al- 
l'integrale (22) si costituiscano i seguenti : 

(26) /, = j jPJiXi y X, , Xj)dx3 dx„ /, = JJ FjCx, , X, , X3>ix, dx, y 

estensibili rispettivamente alle aree A^, A^y e poste in F^ per x^, in 
F per X , l'espressioni conseguenti dall'equazione (21) risoluta succes- 
sivamente per la prima, e per la seconda di esse variabili. 

Gli stessi (26), similmente di /,, si commutano in integrali di su- 
perficie 

essendo oL^y cl^\ coseni degli angoli, che la direzione della normale a 
da forma con gli assi Ox^, Ox^, presa detta direzione in guisa che 
a^, a^ sieno rispettivamente positivi, e siano pertanto 

(28) dx^dx^ = d^d^, dx^dx^=^ oL^d<j. 
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Sommati (22) e (26), o (24) e (27) si cosdtuisce un int^ale di 
superficie / avente l'una delle forme: 

(29) I = JJiF,dxJx^ + FJx^dx, + F^dx,dx;), 

(30) I = f£(LF,a,)d<^, 

estensibile, come ognuno degli /,, /^, J^, a tutti gli elementi di <r. 

429. Impiego delle coordinate curvilineb negl* integrau di 
SUPERFICIE. — Riferiamo i punti di una data superficie e nello spazio ad 
un sistema di curve arbitrarie (u), (y) tracciate sulla stessa, dipendenti 
rispettivamente da due variabili Uy v (§ 265), ed altresì ad una terna 
di assi ortogonali Ox.y per coordinate rettilinee x. legate alle u, v per 
date funzioni, continue e finite su tutta la superficie 

(3O x, = <f,(uyv) (i:=,,, a, 3) 

dalle quali derivano 

(32) dx. = k^du 4" h^^f 
essendo 

i. = ^ = ÌJ^ /. = -^ = ^ . 

• du du * * dv dv 

Per mezzo delle (32) l'elemento lineare ds sulla stessa superficie 
uscente dal punto (u, v), e terminato all'altro (u -^ duy v -{' dv) va 
espresso, formola (5) del § 265, da 

(33) di' = Edu' -j- iFdudv + Gdv\ 



in cui 



fi=Z»r = l(^y. 



(54) <F=IV,= lfe'^, 



G = I '; = I i^ii)': 



e l'elemento de ài essa superficie, costituito dal quadrilatero infinitamente 
piccolo MNM'N' (fig. 115 considerata nello spazio), limiuto dalle 
curve (tt), (u + d u), (v), (v + ^ v), va espresso per la formola (8) 
del citato § 265, cioè 

(35) d<s = Hdudv = dudv.)/EG — F\ 

alla quale si perviene anche nel modo che segue: 

F. Cax.oa«x&a. — Meccanica, toI. 111. 4 



f 
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Presi sulla superficie tre punti infinitamente vicini (a, v), (u-^du^ v), 
(u, v-f-dv), che corrispondono ai valori x,., x.-^k-du^ ^,+^^K*=i>2>3) 
delle coordinate rettilinee, Tarea A del triangolo formato da codesti punti 
ha per projezioni su i tre piani coordinati x^Ox^, x^Ox^y ^lOx^ le 
aree espresse per le formole 

(36) Aa. = -LD.dudv (i= I, 2. 3X 

essendo D, il determinante funzionale 

(37) A = *.i,-*,^ = ^-^-4^-4^, 

^•^'^ ■ * ^ ^ * du dv du dv 

e D^y D^ dedotti da questo (37) mercè le sostituzioni circolari succes- 
sive negrindici (123). 

Dalle stesse (36), che dimostrano la proporzionalità tra i detti de- 
terminanti D. ed i coseni direttori ol.^ stantechè ^a? = i^ risulta 

ed essendo il parallelogrammo sopraindicato d^ il doppio del triangolo 
A, si ha 

(38) da = dudv-^^jy,'^ 

ma per la (37) e sue conseguenti, con riguardo alle (34), si ottiene 

si ricade pertanto nell'espressione (35). 
La (3^) è equivalente alla relazione 

(39) oi.d^ := D.dudv, 
e con la stessa per l'integrale (30) si ha 

(40) I=f£CXFiD,)dudv. 

430. Condizione affinchè questo integrale non dipenda che 
DAL CONTORNO DELLA SUPERFICIE <T. — Consideriamo una famiglia di su- 
perficie limitate allo stesso contorno L della superficie a rappresentau 
dall'equazione (21) del § 428, e dipendenti da un parametro arbitrario 
\ pel quale l'una si distingue dalle altre, le x. essendo perciò funzioni, 
oltreché delle variabili u, v, altresì dì codesto parametro, cioè 

(4O Xi = +.(«» V, X) (i = ,, 2, 3); 
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le F. in conseguenza sono funzioni delle u^ v^ \ e supponiamo che le 
stesse (41), le loro derivate prime parziali, e parimenti i determinanti 
funzionali D., sieno continue e finite in tutto il campo delle rispettive 
superficie. 

Ciò posto, affinchè l'integrale (40) non dipenda che dal contomo 
L comune a tutte le superficie della famiglia in considerazione, bisogna 
che la sua variazione rispetto a > 

(a) il = ffO'F^D^ + ^-^a A + i.F^D;)dudv 

sia identicamente nulla. Ora, avendosi 

^^ 1 r P /dx, Sdx, dx, Mx^ dx, idx, dx, idx^\ 

4./ //7l__i iJ ? L l i ! ^'ìdudv 

J J ^\dv du ' du dv du dv dv du / * 

e stantechè l'ultimo integrale di questa espressione {b) con int^azione 
per parte, essendo le ix. nulle al limite cui si estende Tintegrazione, 
assume la forma 

MdF. dx^ dP^ dx\ UF^ dx^ dF^ dx\j, T , 

inoltre si ha 

dF, dF^ dx^ dF, dx^ dF, dx, 

dv dx^ dv * dx^ dv ' dx^ dv 

dF 
similmente per -j-^, dietro sostituzione, e riduzione con riguardo all'e- 
spressioni dei determinanti funzionali D^, per lo stesso int^ale risulta 

aggiunto questo alla prima parte della (h), si consegue 

J ClF,D,dudv = J J^^D,lx,dudv. 

Con sostituzioni circolari successive negl'indici (123), da questo in- 
t^rale si deducono 

f r^F,D,.dudv= f f-^'^Dihx.dudv, 
JJtF^D^dudv = ff^-^D.^x.dudv, 
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e sostìtuendo nella (a), per la variazione il viene 

rendendosi manifesto dalla medesima che per essere nuUa, stantechè i 
segni delle varìaàoni ^x. sono arbitrari, bisogna che sia 

il segno X ^^^^ ^^ i = ly 2y jy ed è questa la condizione necessaria 
acciocché l'integrale (40) non dipenda che soltanto dall'indicato con- 
torno L. 

La medesima è altresì sufficiente, come si può dimostrare facilmente 
con procedimento analogo al s^uito nel § 422 perla (33); questa e- 
quazione (42) costituisce dunque TefFettiva condizione richiesta in capo 
al presente paragrafo. 

431* Quadratura delle supERFiaE curve. — Sia data una super- 
ficie qualunque 9 per l'equazione 

(43) /(^.> ^a> ^5) = 0; 

scompartita in elementi infinitamente piccoli, dei quali la curvatura sia 
trascurabile, e projettato il suo contorno limite sopra uno dei piani coor- 
dinati, sul piano X, Ox^, per es., l'area Ù di essa projezione si divida 
altresì in elementi infinitamente piccoli dù, t sisi d<T la porzione corri- 
spondente della data superficie ; quindi dinotato a^ il coseno dell'angolo 
tra Tasse Ox^ e la normale z dc^ presa la direzione della stessa dal- 
l'aspetto di e in guisa, che a^ sia positivo, si ha 

dù = oL^dQ. 

Nella (43) si prenda x^ per variabile funzione, e dedotti i coeffi- 
cienti differenziali 

dx^ dx^ 

si formi l'espressione 

, . «, = i:vi +/>:+/>:, 

con la quale viene 

(44) » = ffdQVi+p: + Pl, 

i limiti delle integrazioni dipendendo dal contorno dell'area il. 

Secondochè si scomparta quest'area in rettangoli infinitamente pic- 



^ 
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coH coi lati paralleli agli assi Ox^, Ox^^ ovvero in quadrilateri mistili- 
nei dipendenti dalie coordinate polari p, f , essendo il polo, x^ Tasse 
polare, si hanno 

dù = dx^dx^, dù = fd^d% 

ed in conseguenza 

se poi si adottano le coordinate curvilinee come nel § 429, stante la 
(38) e la (37) con le cons^uenti, si ha 



C46) 



'=// 



dudvyc. 



V \du ' dv du' dv) ' \du dv du dv / '^ \du dv du dv ) ' 

Quanto al circuito di O in relazione a a, devesi tenere in riguardo 
la specialità di forma della superficie stessa (t ; se sia convessa e chiusa, 
si dovrà anzitutto determinare il cilindro alla stessa circoscritto parallelo 
all'asse Ox^, i cui punti di contatto con <r formano una linea limite L, 
che la divide in due porzioni a^, a^, ciascuna avente per projezione 
la stessa area O; un calcolo particolare ad ognuna delle due parti darà 
la rispettiva quadratura, e nella somma si otterrà l'intera superficie a. 

Allorché la medesima ha un piano di simmetria, bisogna sceglierlo 
pel piano x^Ox^\ analogamente per gli altri piani coordinati, se la su- 
perficie ha due o tre piani di simmetria, sicché la stessa sia scomponi- 
bile in due, quattro, od otto parti rispettivamente ^uali. 

Infine osserviamo che, riferendo la superficie a coordinate polari p, 
?> \ legate alle rettangolari per le relazioni (§ 26) 

(47) *, = p cos 9 sen 6, x, = p sen f sen 0, x^ =: p cos 6, 

descruta la sfera di raggio i col centro in 0, e divisa la medesima in 
quadrilateri infinitamente piccoli de, ognuno limitato da archi di due 
cerchi massimi, che sì segano sull'asse O x , , e da archi di due paralleli 
normali a quest'asse, la cui area quindi è espressa da (ie = sen 6<{&(if ; 
preso per elemento dQ sulla data superficie quello intercetto dalla pira- 
mide avente vertice in O e de per base, prolungata convenientemente 
se occorre, dinotato p il raggio vettore ad un punto Af di da, designato 
Y l'angolo tra b stesso e la normale a da condotta per Jli, si ha 
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(48) ^,^P'sen6^6dy ^_ f n^s.nUU<f 

"^ cosy J J cosy 

osservando che se la superfìcie <t sia convessa e chiusa, e si prenda 
interiormente alia stessa, per ottenere la intera quadratura bisogna far 
variare da zero a tc, e f da zero a 2 ir. 

Applicazioni. — a) Per la (48) applicata ad una sfera di centro 
e raggio a, poiché y = o, risulta com'è noto 

sen6d6 1 ^9 = 4^*7^. 

b) Prendiamo l'ellissoide a tre assi 2 a- col centro in 0, avente per 
equazione 

i cui punti sono determinati per le relazioni 

Xj = a, sen u cos v, x^ = a^ sen u sen v, x^ = a^ cos u, 

facendo variare u da zero a tc, e x' da zero a 2 7c, dalle quali relazioni 
si deducono 

dx^ dx dx dx, 

* -T-^ = a,a, sen u cos v, 

dv * ^ 



du 


dv 


du 


dv 


du 


dx. 

dv 


dx, 

du 


dx^ 
dv 


dx, 


dx^ 


dx^ 


dx^ 



= tfj a^ sen* u sen v, 



du "5T~7]r'7^ = ^.^aSent*cosi*, 

quindi per la (46) si ha 

, V /*" r^^ 11^ /sen*acos*v , sen*«/sen*v , cos*u 
(e) a=afifij^ J senududvy ^5 1 ^5 f""^ • 

432. Espressione dell'area di una superfiqe mediante i raggi 
DI CURVATURA. — Descritta la sfera di centro e raggio i, e divisala 
stessa in quadrilateri infinitamente piccoli come precedentemente, la cui 
area è d& = senO^O^f, si consideri l'elemento da della data superficie 
corrispondente z dt nel modo sopraindicato, e siano R^y R^ì raggi 
principali di curvatura in un punto dello stesso elemento dtr; poiché il 
rapporto dti da é dato dalla curvatura i : R^R^^ ne segue l'espressione 

(49) d<j = R^RJt, <T= ffR^R^stnBd^d<f. 



GAP. I. — INTE6RAU DEFINITI SEMPLICI, DOPPn, TRIPLI. 3I 

Quanto al prodotto i?, R^ dei raggi principali di curvatura, mediante 
i coefficienti differenziali 

P' ~ dx. ' P'~ dx,' dx,' '~ dx, ~ dx/ dx^ ' 

come si sa è 

Ad esempio, per l'ellissoide sopra considerata, la cui equazione, 
mettendo e,. = i : a., può presentarsi nella forma 

si hanno 
fjx. -|-f;Xj/>. = 0, c>, + c**j;', = o, cj + c;/', + c;*,r = o, 

cjx;(r* - ^) = (.: + c;K)(f: + ft/»:) - '1^/':, 

e per la (50) viene 

■ ' - \c.cj {c\x\ + c;x;)(c:x: + cjx;) - cjc^xjx:» 

ovvero, rìducendo con la stessa equazione dell'ellissoide, e rimesse le a^ , 
si cons^ue 

infine, designata S la distanza del centro dal piano tangente al punto di 
coordinate x.y poiché 

x» = i:y4. 

risulta 

e per la (49) estesa a tutta l'ellissoide si ha 

III. — Integrali tripli, cubatura dei solidi. 

433. Integrali tripu. — Con estensione a quanto è stato svolto 
per gl'integrali doppi nei ^^ 424 e seg., consideriamo l'integrale triplo 
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/(x, , x^ , x^ essendo una funzione continua, finita, e ad un solo va- 
lore, col variare delle x. in uno spazio, o campo determinato 5, da cui 
dipendono i valori estremi (a,, fc,), (tf^, ij, (a^^ b^) delle dette va- 
riabili, n calcolo di questo int^ale si potrà conseguire con la ricerca 
successiva d'integrali semplici, perciocché riguardate da prima le x, , x^, 
per es., come costanti, si es^^ua l'integrazione 

/(x,, X,, x,)Jx,, 






il risultato essendo una funzione ^(x, , x^ delle x, , x^, il proposto 
integrale sarà ridotto all'int^rale doppio 






e questo riducibile di seguito ad integrali semplici. 

E siccome possono eseguirsi le int^azbni assumendo le variabili 
in un ordine a piacimento, ottenendosi sempre il medesimo risultato, 
cosi ne derivano l'eguaglianze 



Jx^ = 



/=/ dxi dxl f.dx^= dxl dxl f. 

(2) 7., -^X X •' •' '' 

^...=J dx^J dx^J f.dx^. 

Per conseguire l'integrale proposto (i) con procedimento diretto, bi- 
sogna suddividere gl'intervalli (a, , *,), (a^ , fc J, (a^ , i^), come per gHn- 
tegrali definiti semplici e doppi, supponiamo il primo in m-\- 1 inter- 
"^^ (^,,i-hi— *»)» '^ secondo in n+i, (x,,fc^, — x^j), il terzo in J> 4-1, 
(*3,i+i — ^jz)» ^'^^^ formare la tripla somma 

estendendosi i da zero ad m, i da zero ad n, I da zero a j>, ed essen- 
do x,„ = a, , x^ = a^ , x,^ = tfj , X, ,^^, = t, , x,^,^, = b^ , Xj^^, = b^ . 

Facendo convergere a zero tutti i cennati intervalli, seguendo una 
legge qualsiasi, perciò con fare crescere indefinitamente m, n, p, questa 
somma (3) tenderà ad un limite determinato, che è il valore dell'inte- 
grale (i), ed allo stesso può darsi una rappresentazione geometrica bene 
definita come segue: 

Tracciata una terna di assi ortogonali Ox. , coi quali vanno determinati 
i piani coordinati x, x^ , x^ x^ , x^ O x, , si fissmo sugli stessi assi coi 
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valori limiti prestabiliti delle variabili x^ i punti corrispondenti a, e b^ su 
Oxj, a, e tj su Ox^, a e b^ su Ox^; per codesti puntisi conducano 
tre coppie di piani rispettivamente paralleli ad x^Ox^, x^Ox, ,XjOx^, 
i quali costituiscono un parallelepipedo rettangono, e si consideri uno 
spazio, o campo solido 5 limitato da una certa superficie <t, la quale sìa 
tangente interiormente in uno o più punti a ciascuna delle facce del 
detto parallelepipedo, la (t limitando perciò la variabilità della funzione 
/(Xj, X,, Xj); si scompartisca S in parallelepipedi rettangoli infinita- 
mente piccoli, mediante una tripla serie di piani paralleli ai piani coor- 
dinati, condotti pei punti di suddivisione degl'intervalli (a, , i,), (a, , t J, 

Ad un punto di coordinate x^., x^j, x^, corrisponde il vertice di 
uno dei parallelepipedi parziali, i cui spigoli contigui sono espressi per 
^i,.>, — x,i, x,,i^, — x,j, Xj^,^, — ^3z, e per brevità lo diremo paral- 
lelepipedo (ikl); si associ al volume dello stesso il valore della funàone 
/ determinato dalle predette coordinate, in guisa che il prodotto 

costituisce un termine della somma (3), estendendo la medesima a tutti 
gl'indicati parallelepipedi (ikl) contenuti nello spazio 5, supposto perciò 
che i numeri di suddivisione m, n, p crescano indefinitamente, si avrà 
al limite il valore dell'integrale (i). Ben vero, taluni parallelepipedi par- 
ziali (ikl) d'intorno alla superficie t possono sortire in parte dal campo 
5, e gli stessi pure concorreranno alla formazione dell'anzidetta somma, 
vi possono essere altri parallelepipedi fra i quali e <t restano spazi non 
contenuti in detta somma, la quale tuttavia, per vicendevole compenso 
tra codesti spazi eccedenti e deficienti, al limite includerà semplicemente 
tutto il volume del campo 5. 

434. Cangiamento di variabiu negl'integrau tripli. — Sieno le 
X,. legate ad altre tre variabili u, Vy w per date relazioni 

(4) *. = Ti («> ^y ^) (* = 1» a, 3), 
essendo f, , f,, f funzioni continue delle nuove variabili, e parimenti 
le loro derivate prime parziali, nel campo medesimo di continuità della 
funzione /, dalle quali relazioni (4) derivano 

(5) àx. = k.du + l.dv + m.dw (t=: i, 2, 3), 
poste 

F. CàXOAMMKA.. — MiccanU», voi. III. $ 
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L _^9i 1 _^?l m —èli 

e da queste (j), pardcolarìzzate ad i= i, 2, 3, si ricavano inversamente, 
esprimendo i determinanti per gli elementi della prima diagonale della 
rispettiva matrice, 

(6) Ddu = [dx^, /,, m;[, Ddv = [k^, dx„ m,] Ddw = [k^, /., dx,], 

essendo D il determinante funzionale 

(rt £. = [»,. ,..»,,= [S.^.4S]- 

in riguardo al quale si deve osservare di non poter essere mai nullo, 
affinchè per la sussistenza delie (4) ad ogni terna di valori determinati 
delle u, V, w corrisponda altra terna di valori determinati per le x^ , ed 
inversamente. 

Ora, scrìtto l'integrale (i) nella forma 



1 = j dxf dxl f.dx^y 



=/'*'//ì:^^^/'- 



si osserva che per conseguire da prima / f.dx^ devonsi riguardare quali 

costanti la jc^, x^, quindi dx^ = dx^=i 0, e dalla prima (6) si ha 

Ddu = (l^m^ — 'jwj^^.j 
viene pertanto 

/ 

J 'J J K^, 3 

in questo dovendosi considerare quali costanti le u, x^, perciò essendo 
if u = (i x^ =: o, per la seconda e terza dell'equazioni (5) si hanno 

dx^ = \^dv -j- m^dwy o = /^dt^ -f- m^dtVy 

donde si trae 

Qt^i — l^tn^)dv = tn^dx^, 

ed in conseguenza pel precedente integrale si ha 



-fff^'^'r- 



in quest'ultimo devonsi considerare u e v costanti, quindi (if^:=t2t; = o, 
dalla terza equazione (5) risulta dx^ = m^dw^ q per l'integrale in esame 
infine si ha 

(8) ^ = fff^^'f" ''«' f;)Ddudvdw, 
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ì nuovi limiti delle integrazioni sono i valori delle u, v^ tv ricavate dalle 
(4) colle due terne di valori (a, , a^ , a^), (b^ , b^ , b^) delle x, , x^ , x^ • 

435. Cubatura dei solidi. — Scompartito il solido 5, che si ha in 
considerazione, in parallelepipedi infinitamente piccoli, mediante piani pa- 
ralleli ai piani coordinati, dinotate x. le coordinate dì un vertice dell'uno 
di essi, dv il volume, quindi dv = dx^dx^dx^^ si hz^el volume totale 

(9) S==fffdx,dxjx^, 

la quale espressione corrisponde airintegrale (i) posto / = i ; i limiti 
delle integrazioni dipendendo dalla forma della superficie <t limitante il 
solido, conseguentemente dalle projezioni della medesima su i piani coor- 
dinati. 

La stessa (9) si può presentare nella forma 

(io) S= I àx^ I x^dx^= I Bdx^y 

essendo B = 1 x dx^ l'area della sezione del solido con un piano pa- 
rallelo ad jCjOXj, condotto pel punto di Ox^ determinato dalla x, , la 
quale espressione (10) manifesta di potersi riguardare il solido scom- 
partito in istrati con piani paralleli ad x^Ox^ equidistanti fra loro di 
dx^f ed effettuandosi la somma di questi strati, considerato ciascuno co- 
me un cilindro di base £ e di altezza dx^, si conseguirà la cubatura ri- 
chiesta. 

La direzione dei piani segand, Tuno dei quali si prende per x^Ox^, 
è arbitraria; in ogni caso si preferirà quella, per la quale il calcolo delle 
sezioni B possa riuscire più conveniente, e particolarmente se vi siano 
piani di simmetria devonsi preferire; avendosi, per es., un ellissoide a 
tre assi, la cui superficie ha per equazione la (d) del § 431, la sezione 
alla coordinata x, è un'ellisse avente per semiassi 

poste C- = X. : a., conseguentemente si ha 

La (9) si può presentare anche nella forma 

(11) ^~ j J *3^^«^^a» 



a. a^ a, ir. 
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che dinota dì considerare il solido scompartito da due serie di piani in- 
finitamente vicini, gli uni paralleli ad x^ Ox^ equidistanti fra loro di Jjc, , 
e gli altri paralleli ad x^Ox^ colla distanza scambievole ^x,, sicché ogni 
porzione del solido, di estensione x^ nel senso dell'asse Ox^, è quella 
intercetta da un parallelepipedo di base rettangolare dx^dx^ parallelo al 
detto asse ; la determinazione del volume totale, somma di tutte codeste 
porzioni, richiede una doppia integrazione, che dipende dalla forma della 
projezione Ù sul piano x^ Ox^ della superficie a limitante il solido. 

Invece di considerare iì costituita da rettangoli dx^dx^, si può sup- 
porla decomposta in elementi di altre forme, ed i parallelepipedi suindi- 
cati verranno sostituiti da prismi di base d 12, tutti paralleli ad O x , sic- 
ché per l'intero volume si ha 

(12) S = JJx^dQ; 

se, per es., alla determinazione di iì si adoperano le coordinate polari 
p, f, poiché dil = fdfd(ff viene 

(13) S = JJx^fdfd^, 
le integrazioni dipendendo dai limid di p e f . 

436. Allorché la superficie a é chiusa e convessa, conviene anzitutto 
determinare il cilindro alla stessa circoscrìtto parallelo ad x , della cui 
base il sul piano x^Ox^ si ottiene l'equazione del contorno, eliminando 
(§ 428) la variabile x^ fra l'equazione /(x, , x^ , x^) = di <r, e la sua 

derivata parziale --J- = o. Nello stesso caso, la linea L costituita dai 

punti di contatto del cennato cilindro con a divide questa in due por- 
zioni 9^ , 9^ , ed il volume del solido 5 risulta dalla differenza tra i due 
cilindri retti, aventi la stessa base U, e terminati all'altra parte dalle a, , 
<T^; dinotato dù nn elemento di detta base, e poiché la retta condotta 
per un punto dello stesso parallela ad Ox^ incontra <t in due punti sulle 
^i » ^a » designate C, > ^2 ^^ ordinate di essi puntì, la prima corrisponden- 
do all'ingresso in a e la seconda alla sortita, si ha 

di; = (?:,_ 0^0, 

quindi per l'intero volume, secondochè si adoperano alla valutazione di 
ù coordinate ortogonali, o coordinate polari, vengono l'espressioni 

(14) s = ffc:, - Qdx,dx^, s = ffc:, - Qfdfd^f. 
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Il prisma di base dù parallelo ad Ox^ intercetta sulle a, , a^ ele- 
menti Ja, , d(s^, e dinotati Yi> Ya ^ coseni degli angoli, che le loro nor- 
mali esterne formano un Ox^, si ha 

(15) (iO = — Y,J<T, = + Y,d<T,, 
quindi 

(16) dv = K,y,d<j^ + K,y,d(T^y 

e per Tintero volume, con generale designazione 

(17) S = jKydiT, 

l'integrale esteso a tutti gli elementi d^ della superficie limitante il so- 
lido, ciascuno preso una sola volta. Questa formola rimarchevole, dovuta 
a Gauss, per la quale l'elemento di superficie s'introduce utilmente nel 
calcolo di un volume, come per le (20) del § 427 l'elemento di con- 
tomo s'introduce nella valutazione di un'area piana, ha inoltre il van- 
taggio di potersi applicare anche nel caso, in cui a abbia parti rientranti, 
sinuosità non intrecciate. 

457. Impiego delle coordinate polari alle cubature. — Scom- 
posto il dato volume nel modo indicato nel § 144, ogni suo punto es- 
sendo determinato dalle coordinate polari p, f, 0, si ha 

(18) S= J f r^^seti^dfdtfdb, 

i limiti delle integrazioni dipendendo dalla forma della superficie 9 che 
limita il solido ; e se questa sia convessa, prendendo l'origine interior- 
mente, per ottenere tutto il volume si farà variare da zero a tc, e f 
da zero a 2 ir ; pertanto di una sfera col centro in e di raggio a, si 
consegue, com'è già noto, 



smodò j d<f 9"df = ± 



wa' 



In ogni caso, descritta col centro in e raggio i la superficie 
sferica, e riguardata la stessa divisa in quadrilateri infinitamente piccoli 
come nel § i( 31, la superficie dt ài uno di essi quadrilateri va espressa 
per Je = sen OdO Jf ; ora, considerata la piramide avente vertice in 0, e 
per base d e, prolungata occorrendo convenientemente sino ad incontrare 
9 in un elemento d<f, h medesima intercetterà una porzione dv del vo- 
lume S espressa per la formola 
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(19) dv = 'jsefiòd9d<ff\ 

supposto che sia O interiormente a d, e p è il raggio M tirato ad un 
punto M di d(s. Se poi sia O esterno, nel quale caso la cennata piramide 
incontra <t in due elementi dtr^, J (t, , l'uno all'ingresso dentro il solido 
e l'altro alla sortita, indicati p,» p, i raggi vettori corrispondend, per la 
porzione dv del volume intercettata si ha 

(20) dv = -(p^ — p|)sen 6d6d(p. 

Infine, allorché (t ha parti rientranti, sinuose non intrecciate, sicché 
la indicata piramide la incontra in più di due parti, che saranno sempre 
in numero pari 2 n quando sia esterno, designati p^ , p^ , . . . , p,^ i 
raggi vettori corrispondenti, viene 

(21) dv = ^(fi - fi_, + ... + pj _ p;)seneded<p. 

In tale caso, dinotati da^, dff^, ... gli elementi di d intercettati 
dalla detta piramide, e y, , y^ , . . . i coseni degli angoli, che le normali 
esterne agli stessi elementi formano col raggio vettore OM, sul quale 
si tagliano p, , p, , . . . , avendo riguardo che codesti angoli sono ottusi 
all'ingresso di O M nell'interno di S, ed acuri all'uscita, avendosi perciò 
le relazioni 

sen6d0d(p = — Y,d(r, : pj = -{- y^dff^ : p* = ... , 

per la (21) risulta 

(22) dv = j^fitid(ri (t=i, 2, 3, ..., 2ff); 

e questa formola sussiste egualmente, se sia preso interiormente ad 
5, però essendo allora il numero delle parti di a intercettati dalla sudetta 

piramide impari 2« -f- i, devesi estendere Z_ ad i = 2n + i. 

Per l'intero volume in conseguenza, e per qualsiasi posizione di 0, 
si ha dunque con generale designazione 

(23) S = 'yJ ffdtJ, 

l'integrazione estesa come si é detto per la (17). 

438. Gdordinàte qualunque. — Supponiamo che i punti nello spa- 
zio siano determinati pei valori di tre parametri \ legate alle coordinate 
ortogonali x^ per tre date relazioni 
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le quali risolute rispetto alle x,. , forniscono inversamente altrettante rela- 
zioni 
(25) X. — <p.(X, , \, \) (i = I, 2, 3); 

e siccome ad un valore dato per ^i, o X^, o X^, la relativa equazione 
(24) rappresenta una certa superficie, cosi s'inferisce che ciascun punto 
va determinato per la scambievole intersezione di tre superficie, prese 
una ad una dalle tre famiglie rappresentate dalle (24); le stesse tre fa- 
miglie di superficie prese a coppie con valori "k. e X. -f- ^ X . infinitamente 
vicini, scompongono lo spazio in elementi da potersi considerare quali 
parallelepipedi infinitamente piccoli. 

Sia MNP QRST t7 (fig. 1 20) uno di essi, e supposto che le tre facce 



fij&tóO 



contigue d'intorno al vertice M, cioè 
MPRT, MNRS, MNPQ corri- 
spondano ai dati valori X, , X^ , X , e 
le facce rispettivamente opposte ai 
valori X,-j-.dX,, X^ + dX^, X^4-^3> 
la curvatura delle facce essendo in- 
sensibile, sicché il volume in esame 
possa valutarsi come se fosse un 
parallelopipedo rettangolo a facce pia- 
ne, in conseguenza eguale a sei volte il tedraedro dv che ha per vertici 
i punti Af, N, P, Rj dati per le rispettive coordinate 




'i> 



^.• + "7?^^i* ^.• + 7x^^\> 



dX 



x.^i^dX 



dX 



(j = i, 2, 3); 



risulta quindi 



dv=-^Dd\d\d\, 



D essendo il determinante funzionale, rappresentato per gli elementi della 
prima diagonale, 

, .. ,. . ^^, dx. dx. 

(26) 



^=fé- 



d\ 



dX 



] 



e per l'intero volume quindi si ha 



(27) 



5= C C CDd\d\d\. 



Od altrimenti, supposto che i punti della superficie a limitante il 
solido siano riferiti ad un sistema di coordinate curvilinee tracciate sulla 
stessa, come nel ^ 429, e scompartita la medesima in quadrilateri me- 
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dìante le dette curve, se si considera la piramide avente per vertice, 
e per base uno dei quadrilateri, supposta (t convessa, ed O preso inte- 
riormente, sarà il volume 5 la somma di tutti codeste piramidi; una di 
esse intanto è il doppio del tetraedro avente un vertice in 0, e gli al- 
tri tre nei punti di a dati per le coordinate 

^i* ^''^it^^' ^i + lt = 1,2,5). 

il cui volume perciò è espresso dalla formola 

dv=-jBdudv, 

essendo B il determinante, rappresentato per gli elementi della prima 
diagonale, 

<»») H'- ^' .^} 

in conseguenza pel volume totale del solido si ha 
(29) S= — fffBdudv. 

IV. — Teoremi di Green e di Stokes. 

439. Lemma. — Sia F(x, , jc^, x^) una funzione delle tre variabili 
X. , uniforme, finita e continua, qualmente le sue derivate parziali prime, 
per tutti i punti di un campo S limitato da una superficie chiusa <f, h 
quale possa avere in generale anche parti rientranti, sinuosità, però non 
intrecciate; con tali proprietà resta perfettamente determinato Tint^rale 
triplo 

in cui ad t si dia uno dei valori i, 2, 3, int^ale che si può anche 
scrivere (§ 189) 

Assunto per t il valore 3, consideriamo in ispecie 

pel quale devonsi eseguire le integrazioni prima rispetto ad x^, poscia 
rispetto alle altre due variabili; com'è supposta la superficie <r, la me- 



/ 
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desima in generale può essere incontrata un numero pari 2 n di volte da 
uno dei parallelepipedi designati nel § 435» intercettando sulla stessa gli ele- 
menti dts^yda^y . . . , d ey^^ , e se si distinguono coi numeri impari i, 3, 5, ... 
i punti all'mgresso in S, coi pari 2, 4, 6, . . . quelli all'uscita, devesi 

particolarizzare l'integrale / -1 — dx^, ossia la funzione F ai valori della 

x^ corrispondenti agl'intervalli ora designati, che dinotiamo F^yF^j ... , F^^ , 
sicché si ha 

dF 

Intanto, per la (15) del §43^ generalizzata hanno luogo le re- 
lazioni 

dx,dx,= — y,d<y, = + Y,d<T, = ••• = + Y,«^<'a«> 

per l'integrale (2) viene dunque l'espressione 

I = //(^'Y.^<y. + f,Ya^<'a H h fa.Ya.^O> 

che si può anche scrìvere 

estesa l'integrazione a tutti gli elementi della superficie a, ciascuno preso 
una sola volta, per la quale formola è reso manifesto come si possa 
commutare un integrale di volume in Laterale di superficie. 

440. Teorema di Green. — Sieno F, , F^ , F^ tre funzioni, in 
generale diverse fra loro, composte ciascuna delle variabili x,, x,, x^, 
e godenti le proprietà sopra specificate per la F in tutti i punti dell'in- 
dicato campo S; dinotati a^ i coseni degli angoli, che le normali este- 
riori agli elementi dd della superficie limitante S formano rispetdva- 
mente con gli assi coordinan Ox., osservando sempre che codesti an- 
goli sono ottusi pei punti d'ingresso di una segante all'interno di S, ed 
acuti ai punti di sortita, relativamente a ciascuna delle dette funzioni 
Fj ha luogo r^uaglianza (3), cioè a dire si ha 

particolarìzzata la stessa ad t = i, 2, 3, indi sommando si ottiene 

f . CàtBàmm. — Mi ttmrit a , toI. IH. 6 
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estesi i sommatori ^ ad t =3 i, 2, 3, ed in questa eguaglianza consi* 
ste il teorema di Green, o come anche suole dirsi la formala di Green. 
Albrchè ^ Pi^x. è la differenziale esatta di una funzione 9 (x,, x^ x^) 
delle variabili x. , talmentechè si hanno 

dx.' ^ dx^ ^ dx\' ^ ' • ^dx. •' 

si osserva anzitutto che Tultima di queste espressioni è la derivata di 9 
rispetto alla normale esteriore alle superficie er nel punto M di coordi- 
nate X,., giacché condotta per esso punto la indicata normale, e preso 
sulla stessa un punto M' infinitamente vicino ad M, sicché M Af' = dn^ 
poiché passandosi da M ad M! le coordinate crescono di d x^ = d n. « j » 
mentrecbé la funzione f cresce di 

ne segue che 

dn '^- ax,. • -t- » •' 
d'altro canto si nota che, poito per convenienza di scrittura 

la formola di Green nel caso particolare in esame assume la forma 

441. Analogo teorema, espresso per la formola (5), ha luogo per 
integrali doppi del tipo 

essendo F^ , F, due funzioni delle variabili x, , x, che, assieme alle loro 
derivate parziali prime, si mantengono uniformi, finite e continvke in 
tutti i punti di una data area piana A limitata da un contorno 5, p^i 
quali integrali si ha 

i sommatori ^ estesi ad t = i, 2, ed intendendosi per a. i coseni de- 
gli angoli, che le normali esterne agli elen^enti ds dd contorno di A 
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formano con gli assi ortogonali Ox,, Ox^ tracciati nello stesso piano 
di A. 

Infatti, con un ragionamento simile a quello tenuto per l'integrale 
(i) nei ^5 pf^*> ^ perviene a stabilire l'eguaglianze 

«" l'j^/^ =//■'■"■ fM'^=f/-'-''' 

analoghe alle (4), donde per somma risulta la (8). 

Rispetto alle ultime eguaglianze (9) è da osservare che, presa la 
direzione della tangente all'elemento ds, donde dipendono a,, a^, in 
guisa che l'angolo tra la stessa e la normale fosse congruente a quello 
degli assi x, , x^ , avendo luogo perciò le relazioni dx^ = cL^dSy 
dx^ = — oc^dsy per le stesse (9) si hanno 

(■°) fM'^=- //■"■■ fM'^ =//■"■■' 

giacché, per la ortogonalità di ds con la rispettiva normale, e per la 
congruenza dei due angoli anzindicati, hanno luogo le rispettive equa* 

zioni 

dx. , dx. dx, dx^ 

ds * ^ ds ^ ' ds ^ ds ^ ' 

che risolute, con riguardo alla relazione a' -{- a^ =ì i, danno 

dx, dx^ 

77~"*' ds — ^*'- 

442. Teorema di Stokes. — Sia A una porzione di superficie qua- 
lunque limitata da un contorno 5, sieno a. i coseni direttori della nor- 
male alla superficie in un punto qualsiasi, la direzione positiva della quale 
per un dato punto sia scelta ad arbitrio, ma che resta fissata per con- 
tinuità in tutti gli altri punti, sieno akresl F, , F^ , F^ tre funzioni delle 
coordinate x. , uniformi, finite e contìnue, e parimenti le loro derivate 
parziali prime, per tutti i pund di A; l'integrale di superficie 

può commutarsi nell'integrale curvilineo 

il sommatorìo ^ esteso ad t = 1, 2, 3, e viceversa. 
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In altri termini, tra i due dinotati integrali deve sussistere l'egua- 
glianza 

I = K, ovvero K =i I, 

ed in essa consiste il teorema di Stokes, che pure si denomina la for- 
mala di Stokes. 

Per dimostrarla, supponiamo in primo luogo essere A un'area piana, 
limitata da un contorno s non intrecciato, i punti della quale sieno ri- 
feriti a due terne di assi ortogonali Ox-(i= i> 2, 3), 0'x^(k = i, 2, 3), 
congruenti talché fra i coseni a.^ relativi a questi due sistemi di assi ab- 
biano luogo le relazioni (/) del § 33; le coordinate x,. di un punto 
qualsiasi relative al primo sistema Ox., e le corrispondenti Xj relative 
al secondo sistema, sono legate per le. relazioni, (6) del § 31, 

posto » = I, 2, 3, e con ciascuno di questi valori estendendo il som- 
matorio ^ ^ k = i, 2y ^; per maggiore facilità però sia preso O' su 
di A, ed O'x'^ perpendicolare alla stessa area, sicché le x^ siano nulle, 
le 0. e gli oc,.| essendo costanti, pertanto dalle (11) derivano 



(12) 



X 



, = <>, + «,,^i + «5a*i> 



dx, = a„dx; + a,,rfx;, dx^ = cc^jdx[ + «a*^*!» 

dx^ = «ji^^I + *,a^^i- 

Fatta sostituzione di queste espressioni nell'integrale K^ e con ciò le 
F. diventano funzioni delle x|, x^, si ottiene 

i sommator! 2! estesi ad i = i, 2, 3, e poiché le f ,. sono diventate 
funzioni delle x[, x^, in forza delle (io) lo stesso K si commuta in 

però riguardate le F^ quali funzioni delle x^, e per l'intermedio delle 
prime relazioni (12) quali funzioni delle x|, x'^, si hanno 

àFi _ dF, dx, dF, dx, dF,dx^ 
dx', dx,' dx\ "^ dx^' dx[ "*" dx^ dx\ 

dFi, dF,, dF, 
"dx,^ "dx,^ "dx,' 
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dF._dF.dx, , dF, dx^ dF, dx^ 
dx[ dx, dx[ "* dx^ dx^ "^ dx, dx[ 

a I a 2 2 f 2 

in cons^[aenza pel surriferito int^ale (13) si ottiene 

e questa espressione, stante le ricordate relazioni (/) del § 33 fra i co- 
seni a^, si riduce alla seguente 

che s'immedesima con quella dell'integrale /, dappoiché agli a.^ si de- 
vono surrogare i coseni direttori a^ sopra definiti, e compresi in quella 
formola, essendo 0' x'^ perpendicolare ad A, pertanto riguardo ad un'a- 
rea piana semplice l'eguaglianza tra i due indicati integrali /, K resta 
pienamente verificata. 

Essa sussiste egualmente, se l'area piana fosse composta da un certo 
numero di caselle contigue C,, delle quali A sia la somma, e dei cui 
contomi alcune parti costituiscono quello s che limita A\ infatti, appli- 
cando la formola dell'integrale / a ciascuna casella, sommando tutti questi 
integrali, risulta un integrale della medesima forma / esteso all'intera 
area ^; d'altro canto, essendo Z.^, 2,^, . . . , le linee di separasdone ri- 
spettiva delle C, , nella formazione dell'integrale K^ seguendo i contorni 
di due caselle contigue C^y Q^,» lungo la linea di separazione l)^^^^^ 
si avrà per l'una casella una somma di elementi ^uale e di segno con- 
trario a quella per l'altra casella, quindi nella somma dei due integrali 
rimangono soltanto gli elementi relativi alle porzioni dei contorni delle 
due caselle, che possono partecipare alla costituzione di s. In conseguenza, 
la sonmia di tutti gli accennati integrali conterrà i soli elementi relativi 
a questo contorno s limitante Ay e l'eguaglianza dei due indicati inte- 
grali ha dunque luogo per le superficie piane in genere. 
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iir — ritm - ^ ■ ■ - ■ - iniaiiiirii h-t-ii _ - - — ^' ,^^.^^.^,^j.^ 

Adesso è facile dedurne la sussistenza di essa eguaglianza, cioè 

per qualsiasi superfìcie curva (t, giacché nulla si oppone a riguardare la 
porzione A in considerazione come scompartita^ mediante linee tracciate 
a piacimento sulla stessa, in porzioni tanto piccole da assimilare ciascu- 
na ad area piana, alla quale fosse applicabile la (14); sommando tutte 
codeste eguaglianze, poiché nella somma dispariscono gli elementi rela- 
tivi alle linee / di separazione scambievole fra le areole, rimangono al 
secondo membro della (14) quelli soli relativi al contorno limitante la 
porzione considerata A della data superfìcie a; pertanto, la formola di 
Stokes sussiste in generale senza alcuna restrizione. 

S'inferisce poi agevolmente che essendo a chiusa, debba avverarsi 
l'equazione 

giacché si può riguardare (t come il limite di una superficie aperta, cre- 
scente col restringersi sempre più il contorno s che la termina, sino a 
confondersi questo con un punto, perciò sino ad annullarsi l'integrale 
del secondo membro della (14). 



CAPITOLO SECONDO. 

CINEMATICA DEI SISTEMI CONTINUI. 



I. — Qeoeralità sui sistemi continui e loro deformazioni. 

443. Dicesi sistema continuo un corpo, limitato o indefinitamente 
esteso» ogni porzione del quale sia costituita da un numero infinitamente 
grande di particelle infinitamente piccole^ la cui massa perciò è composta 
da un numero infinitamente grande di masse infinitamente piccole, le 
quali particelle si succedono in continuità, senza rigidità, sicché il sistema 
è deformabile; tali sono i fluidi (liquidi o gassosi), i corpi elastici, ecc. 

Nel movimento di un sistema continuo i suoi elementi passano in 
maniera continua da una regione dello spazio ad altra, senza mantenersi 
in generale in identiche condizioni rispettive, perciò subisce deformazioni; 
diversamente di ciò che avviene per un corpo rigido, il quale si può 
trasportare tutto insieme da una regione ad altra, subendo cioè un sem- 
plice spostamento; adunque la deformazione implica moto con cangia- 
mento di forma, lo spostamento un semplice cangiamento di posizione. 

In natura non esistono solidi propriamente detti, ossia corpi assolu- 
tamente rigidi, tutti subiscono deformazioni, quando vi si applicano forze 
suflEicientemente grandi. Intenderemo per sistemi continui quelli, che sotto 
razione di forze qualsiaosi, agend in superficie o sopra ogni elemento, si 
deformano, quindi la distanza tra due elementi si sposta variando di 
grandezza; la teoria dell'equilibrio e del movimento di codesti sistemi si 
fonda sul seguente teorema, conseguente dal principio di solidificazione 
e dal principio di D'Alembert (S§ 243, 329): 

In un sisHffki sontinuo qualunque, in equilibrio in mavimenUy, le 
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JQT%t esteriori (Jor^e direttamente applicate ai vari punti), e le forT^e d'inerzia 
in ciascun istante del movimento, verificano le sei equazioni d'equilibrio, 
(2)y (3) del § 234 relative alle forze applicate ad un sistema rigido. 

Nel seguito non considereremo in generale che sistemi condnui a 
tre dimensioni, cioè a dire che nessuna delle loro dimensioni sia trascu- 
rabile, escludendo perciò i fili e le superficie deformabili, già considerati 
nei §§ 247, . . . , 268, ed in primo luogo procediamo allo esame delle 
deformazioni di codesti corpi in se stesse considerate, senza occuparci 
delle forze che le abbiano prodotte. 

444. Dicesi inÌ7iiale lo stato di un corpo S non deformato, e rife- 
rendo i vari punti dello stesso ad una terna di assi fissi ortogonali Ojc., 
designeremo x.(i = i, 2, 3) le coordinate di un suo punto qualunque 
Ay il quale dietro la deformazione 5' del corpo assumerà altra posizione 

A\ le cui coordinate dinoteremo x[; il segmento u-=i AA' dicesi lo 
spostamento del punto in considerazione, le sue projezioni u^ sugli assi 
coordinati diconsi le componenti di spostamento, e per le quali hanno luogo 
le relaàoni 

(l) X[ = X, + U. (is:=i, 2, $). 

Le u. essendo incrementi infinitesimi delle x^, come nel seguito 
supporremo se diversamente non sarà avvertito, variando da punto a 
punto, devono essere funzioni delle stesse x,-, cioè 

(2) u. = (p.(x,, X,, X,) (i= I. 2. 3X 

ed ammesso che nel corpo, o la porzione dello stesso che si considera, 
con la deformazione non succedono rotmre, sovrapposizioni, ecc., le f ^ de- 
vono essere funzioni uniformi, finite e continue, e le medesime proprietà 
devono appartenere anche alle loro derivate parziali prime e seconde. 

Ciò premesso, consideriamo un intorno al punto A infinitamente 
piccolo, sia P un punto dello stesso, le cui coordinate sono pertanto 
Xj -j- J X . , e dinotati ^ 5 il s^;mento AP^ ol. i suoi coseni direttori, si 
hanno le relazioni 

(5) ds^^^dxU «, = ^s 

il £ esteso ad i = i, 2, 3. 

Al punto P, dietro la deformazione di S in 5^ corrisponderà un 
punto P' avente per coordinate ^l -|~ ^ ^1 » ^ ^ luogo di codesti punti 
costituisce un intorno del punto A', che si dirà il deformato deWintorno 
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di A; designati ds' il segmento A' P\ a[. i suoi coseni direttori, in coe- 
sistenza alle (i)y (5) si hanno le relazioni 

ds- = z^K'. «; = «.+ de., = ^ = ^^^^, 

, du. . , du.j , dUij 

donde si ricavano 

dx[ I ^ ^1 ^ii ^ ^i ^i[i ^i^ 

dx du^ dx\ X ^^% àx\ du^ 

d X, rf X, * d x^ "^ d x^ * d Xj (f Xj * 

dx' du^ dx\ du^ dx[ du^ 

3 I 3 3 3 _ I 3 

d X, d X, ' d X, d Xj ' d Xj ' d Xj * 

ed in forza di quest'ultime espressioni per la prima (4) si ottiene la se- 
guente forma quadratica 

ds'* = i„dxj + b^Jxl + b^^dxl + ib.Jx.dx^ + ^^^àxJix^ + i*3,<^^3^^. * 

i cui coefficienti sono determinati per le formole 

"^^ ~ d X, ■•■ <i X, "f -^ d X, *d *, ' 

ì sommatori ^ estesi ad t = i, 2, 3, e dall'una di ciascun gruppo 
(5) e (6) si deducono rispettivamente le altre due, mediante le sostitu- 
zioni circolari successive negl'indici (125). 

F. Càiimitii — I ttit m in, voi. UI. * 



1 
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Dalla stessa espressione di às'^^ stante la seconda (3), rbulu il rap- 
porto 

II. — Deformazioni lineare, 
angolare, cubica, trasversale, longitudinale. 

445. Deformazione uneare, angolare. — A studiare le deforma- 
sdoni, occorre pria d'ogni altro esaminare le alterazioni delle distanze tra 
i punti vicinissimi, e degli angoli tra elementi lineari con un estremo 
comune. Ora, essendo allo stato iniziale ^5 = ^P la distanza tra due 
punti Ay P, sulla direzione AM^ i cui coseni direttori sieno a., e dietro 
la deformazione ds' =^ A'P' la distanza tra i punti A\ P' corrispondenti 
degli A e Py prendendo il rapporto 



, . A'F — AP ds' 

(1) « = = = -j I, 

^ ^ AP ds ' 

questo rapporto e, che è positivo o negativo, secondochè si tratta di allun- 
gamento o di accorciamento, dicesi coefficiente di dilataxiout nella dire- 
zione ^Af, il quale potrà assumere in generale tutti i valori positivi, 
negativi, nuUi, eccetto — i; e dalla stessa (i) si deduce 

(2) A'F = (i + 0^^, o ds' = (i + t)ds, 

rilevandosi che, dato il coefficiente di dilatazione lineare e, si determina 
immediatamente Talterazione di una distanza, aggiungendovi il prodotto 
della stessa per e. 

Sia l'angolo tra due elementi lineari AM, AN allo stato iniziale, 
definiti in direzione dai coseni direttori a., p., e sia 6 — 2X l'angolo 
fra i relativi elementi dopo la deformazione, A' M\ A' N' determinati 
in direzione dai coseni a'. = a . -j- d a . , p|. = p. -|- d ^j , l'angolo 2 X di- 
cesi lo scorrimento mutuo dei due elementi lineari considerati ; intanto si ha 

cose = 1«,^,, cos(e - 2^) = 2:«;p; = ZC". + doiX^,-{-d^,i 

il sommatorio ^ esteso ad t = i , 2, 3, e stantechè per la piccolezza 
di X si può ritenere cos (6 — 2>) = cosO -}' z'k sen 0, fatta sostituzione 

nelle precedenti espressioni, omettendo i termini ^dct.d^.^ risulta 
la seguente 

(3) 2Xscne=X(«,^Pi + ^d«i)- 
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Poiché la deformazione che si considera è infinitesimale, quindi in- 
finitamente piccoli gli spostamenti dei punti del sistema, eseguite le de- 
rivate prime 

ax, ax^ dx^ 

delle componenti di spostamento, con le stesse si costituiscano i seguenti 
elementi caratteristici della deformazione: 

du. 



(4) 



(5) 



■'~ 2 Xdx^"^ dxj* *~ 2 \dx^~^ dxj' 

1 _ i {du^ , du,\ 
'~ 2\dx,'^ dxj' 

•- 2 V'^*. 'iV* ^"2 \dx^ dxJ' 

I f du^ du\ 



le *j , \, per ragioni che saranno rilevate più innanzi, diconsi le sei com- 
ponenti della deformazione dell'intorno di A, e le u^ si dicono le compo- 
nenti della rotai^iont dello stesso intorno, i quali elementi, cotn'è manife- 
sto, non dipendono che dalla posizione del punto A. 

Dalla seconda (4) del § prec, atteso la surriferita (2) di ds', si 
deduce 

ed omettendo il termine tda. viene 

doL. = — - — eoe.: 
d'altro canto si ha 

dUi_dUi dx^idUi ^,_^ ^ — iha^ -U-^a I àu. 
ds ~ dx,' ds "^ dxJ ds '^ dx^' ds ~ dx, '^ dx^ ''^ dx^ ^* 

particolarizzate questa e la precedente dea. ad i = i, 2, 3, con riguardo 
alle (4), (5), si ottengono per dct, tre espressioni, doè la prima 

da, = — sa, + e, a, + \«a +\a, + «,«, — Wj^a» 
ed altre due da questa deducibili con le sostituzioni circolari successive 
negl'indici (123). 
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Rispetto alle AN, A' N', onde avere i relativi elementi basta sur- 
rogare ^ ad Xy t' ad t, restando invariate le (4), (5), con che dall'e- 
spressioni di doL. si deducono le d^^y indi fatta sostituzione delle dm^, 
d^i nella (5), si ottiene 

(6) i ^'*°« = - r(' + Ocose + Xe,«,P, + X.(«,p, + «,PJ 

446. Allorché AM ed AN coincidono, formando perciò unica di- 
rezione, sicché 6 = 0, P . = a^ , «' = e, risulta 

supposte poi le due direzioni ortogonali, ossia = — , viene 

Con queste formolo si possono calcolare i due elementi e, X di tra- 
sformazione dell'intorno di A nell'intorno di A\ cioè a dire la dilatazione 
lineare e in qualsiasi direzione partente dal punto A, definita dai coseni 
direttori et. , e io scorrimento mutuo 2 X tra la stessa direzione ed altra 
ortogonale. 

In particolare, se dei tre coseni direttori a^. l'uno sia eguale all'u- 
nità, e gli altri due nulli, dalla (7) successivamente si deducono 

« = «. = «, = «3 , 
parimenti per gli a^., ^. presi a coppie successive (a^=pj=i), (a^=p,=i), 
(a, = p^ = i), e gli altri rispettivamente nulli, dalla (8) derivano 

adunque le t. non sono che i coefficienti di dilatazione lineari di tre e- 
lementi ortogonali partenti da A paralleli agli assi Ox., e le \ ì semi- 
scorrimenti mutui degli stessi elementi, da ciò la denominazione data alle 
e,. , X,. di essere le sei componenti della deforma:^one ; badando nel segiùto 
di non confondere il significato delle stesse con le proiezioni sugli assi 
coordinati degli elementi e, X, se questi siano rappresentati per vettori. 

La (7), dando ad e U fattore X *i = ^> P"^ scriversi 
(9) Z(«i — 0< + 2X,a,«3 + 2X^«ja, + 2Xja,a, = o, 

e se in questa equazione non sono nulli tutti i ccefficienti e,. , X. , essendo 
la medesima omogenea di secondo grado negli oc^, consideraci quqsd 
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quali variabili continue, è manifesto che per un assegnato valore ad t, 
essa rappresenta un cono quadrico col vertice in A. 

In ispecie» posto s = o, si riconosce che gli elementi uscenti da A, 
ì quali non si allungano né si accorciano nella deformazione 5^ sono 
situati sulle generatrici di un cono quadrico col vertice in A, che dicesi 
cono di scorrimento, rappresentato dall'equazione 

(io) Z«i«J +^\«.«5 + ^X^a^a, + Z\CL,CL^ = o, 

il quale in generale può essere reale od immaginario. Se reale, vuol 
dire che tale superficie scomparte l'intorno di ^ in due regioni, in una 
delle quali tutti gli elementi si allungano, e nell'altra tutti si accorciano, 
giacché in forza della (7), essendo s funzione contìnua degli a^ , quando 
questi variano in continuità, la e non può cangiare segno senza annul- 
larsi, od in altri termini non è possibile passare dalla regione degli al- 
lungamenti a quella d^lì accorciamenti senza attraversare il cono di scor- 
rimento; se poi sia questo immaginario, ossia che e conservi sempre lo 
stesso segno, risulta che intorno ad A gli elementi lineari o tutti si al- 
lungano o tutti si accorciano. 

Per la stessa (9) si rende pure manifesto che il luogo degli elementi 
lineari, i quali subiscono la medesima dilatazione unitaria, è un cono qua- 
drico; ad ogni valore di e corrisponde un cono reale od immaginario, 
e tutti codesti coni hanno assi comuni col cono di scorrimento. 

Se si sceglie gli assi coordinati Ox. paralleli agli assi di detti coni, 
la (9) si riduce alla forma 

(u) X(«. — 0«i = o> 

risultandone che si può fare una convenevole scelta di assi, pei quali gli 
scorrimenti mutui 2 \ devono essere nulli ; perciò esiste sempre in 5 una 
terna ortogonale di elementi, ed in generale una sola, la quale resta ret* 
tangokre anche dietro la deformazione; le rette sulle quali sono collo- 
cati codesti elementi diconsi le rette principali relative al punto conside- 
rato A. 

Per una scelta qualsiasi di assi, la (9) differenziata successivamente 
rispetto ad oc,, a^, a^, considerati questi quali variabili indipendenti, for- 
nisce le tre equazioni 

(«I — 0*, + \«, + ^*«, = o. 
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per la coesistenza delle quali con valori non tutti nulli degli ol., si ri- 
chiede che sia identicamente nullo il determinante 

\ e, — « \ 

\ \ «, — « 

che corrisponde al discriminante della forma quadratica (9), cioè a dire 
i coefficienti delle tre dilatazioni principali e devono annullare l'anàdecto 
discriminante, ovvero devono essere le radici sempre reali dell'equazione 
di 3^ grado 

e ne risulta essere i coefficienti di questa equazione invarianti, ossia in- 
dipendenti dalla scelta degli assi di riferimento, perciò la somma ^ e^ 
dei coefficienti di dilatazione di tre elementi ortogonali non varia, quando 
gli stessi elementi, restando sempre ortogonali, ruotano intorno all'estre- 
mità comune A. 

447. Ellissoide delle dilatazioni intorno ad un punto. — Su 
ciascun raggio AM uscente da A si prenda un segmento AP determi- 
nato dal rapporto i : (i -}~ 0> essendo e il ceefficiente di dilatazione li- 
neare nella direzione AM, fornito dalla (i) del § 445, e rileviamo quale 
sia il luogo di tutti i punti P cosi determinati: 

Poiché ds' = (i -{- e)tii, per la (7) del § 444 si ha 

e moltiplicando questa per A P' , attesoché AP ( i -}- e)' = i , designate 
^. le coordinate dei punti P rispetto ad una terna di assi passanti per 
A paralleli agli Ox-, quindi essendo ^,==^ P. a,, per la stessa equazione 
si consegue 

(13) Kl\ + KM + K^ + 2b,Xi, + 2*., 5, 5, + 2t„5,5. = I, 

che é l'equazione di una quadrica con centro; in ispecie un'ellissoide, 
giacché ogni punto P é reale, qualunque sia la direzione A Af , perciò il 
luogo dei punti P é una superficie chiusa dintorno ad A; inoltre non 
potendo essere e = — i, il segmento AP non sarà mai infinito, in con- 
seguenza l'equazione (13) non può rappresentare che un'ellissoide avente 
il centro in ^, e che si denomina l'ellissoide delle dUataiiioni dintorno ad 
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A. I suoi assi costituiscono una terna di rette ortogonali, che diconsì 
U dira^ioni principali ddVintorno di A. 

Se nell'espressioni (5), (6) del § 444, dei coefficienti !^„, fr^^, ... 
si trascurano grinfinitesimi di ordini superiori al primo, essi coefficienti 
vanno ridotti a modo che, tenute in riguardo le designazioni (4) del 
S 445» P^^ l'equazione dell'ellissoide delle dilatazioni, a luogo della (i 3), 
si ha 

Quando l'ellissoide sia effettivamente costruita, si può determinare 
immediatamente il coefficiente di dilatazione secondo una direzione asse- 
gnata AMy poiché questa la interseca in un punto P, e conosciuto il 
semidiametro AP, ne segue il valore di 

I 

(15) ^ = 5^""^' 

quindi, indicati AP. i semiassi dell'ellissoide, e^ i coefficienti di dilatazione 
in direzioni dei detti assi, che diconsi dìlaiaxioni principali d'intorno ad 
Ay si hanno 

e, = -=--1 . 0=1.2,3). 

e pel conseguimento dei valori dei semiassi AP^y come si sa, devonsi 
determinare le tre radici reali y^ dell'equazione seguente espressa in de- 
terminante, lo stesso costituito coi coefficiend della (14) ed y per inco- 
gnita, 

(16) 2\ 1^2%^ — y 2\ 

2\ 2\ i + ae, -;y 

queste tre radici y^ essendo eguali ai quadrati delle inverse dei sudetti 
semiassi, sicché risultano pei coefficienti delle dilatazioni principali 

(17) e. = \f^. — i (* = I, 2, 3) •). 

La dilatazione può essere in generale positiva, negativa, nulla; per 
distinguerla, si descrìva col centro in i4 e il raggio eguale all'uniti la 



= 0, 



•) Stante tale relazione, doè ^ = (i -|- e)* , ovvero ^ = i -|- 2 e, trascurando 
t' , se si facda sostituzione neUa (16), questa assume la medesima forma (12) del $ 
prec 
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sfera avente per equazione, rispetto ai sudetti assi» 

la quale o interseca rellissoide dividendola in due r^oni, Tuna estema 
E^ l'altra interna I, o che la racchiude tutu intera, od invece che essa 
resta racchiusa dall'ellissoide. Se la direzione assegnata AM interseca la 
parte esterna £, e sia perciò AP^ ly t risulta negativo, quindi l'ele- 
mento lineare nella deformazione si accorcia; viceversa, e sarà positivo 
e l'elemento lineare si allunga, se AM incontra la parte interna / del- 
l'ellissoide ; pei punti poi comuni alle due superficie, s sarà nullo, in con- 
seguenza gli elementi lineari corrispondenti ai detti punti non subiscono 
alterazione di sorta. Le intersezioni tra le due superficie sono due cir- 
conferenze C, simmetriche rispetto ad uno dei piani principali dell'ellis- 
soide, ed una di esse sarà la direttrice del relativo cono di scorrimento. 
Quando la sfera rimane interna all'ellissoide, tutti gli elementi lineari 
dell'intorno ad A nella deformazione si accorciano; inversamente, essi 
si allungano allorché l'ellissoide sarà racchiusa dalla sfera. 

448. Dilatazione cubica. — Consideriamo una particella del sistema 

continuo 5 di forma parallelepipeda rettangolare, con un vertice nel punto 

A, e gli spigoli contigui AP. paralleli agli assi coordmati Ox., sicché 

siano AP. = dXiy il volume della stessa é perciò iS =i dx^dx^dx^\ 

avvenendo la deformazione, la detta particella assumerà altro volume 

dS\ e dinotato il rapporto tra l'incremento di volume e il volume 

primitivo, ossia 

^_ dS' -dS 

®- dS ' 
questo rapporto O dicesi il coefficiente di dilaia%ione cubica, e si ha quindi 
(18) d5' = (i + e;d5. 

Essendo s. le dilatazioni unitarie degli spigoli AP-, t 2\ ì mutui 
scorrimenti tra gli stessi, sicché gli spigoli di ^5' siano (i -)- ^t)^^»» ^ 

gli angoli rispettivi i ^ ^, ) > si rileva agevolmente che, trascurando 

infinitesimi di ordini superiori, si può valutare il volume trasformato 
della particella considerata come un parallelepipedo rettangolare, avente 
gli spigoli contigui ad A' espressi per (i -}- s.)^Xj, risulta quindi per la 
(18) l'eguaglianza 

1 + e = (I + ..)(i + .j(i + .,), 
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donde, sviluppando il secondo membro, ed attenendosi ai termini di 
primo ordine, si consegue 

il sommatorìo ^ esteso ad ì = i, 2, 3, la quale espressione essendo 
invariante (§ 446), sussiste per qualsiasi scelta di assi coordinati, e serve 
quindi al calcolo del coefficiente di dilatazione cubica per qualsiasi parti- 
cella, che allo stato iniziale sia di forma parallelepipeda rettangolare. 

Senza questa limitazione la stessa (19) si può ottenere nel modo che 
segue: dinotata (t la superficie del volume 5 considerato, che racchiude 
il punto ^ e la particella dS, valutiamo l'incremento totale di 5, con- 
siderandolo come la somma dei volumi che gli elementi superficiali da 
generano trasformandosi sulla nuova superficie <y' (confr. Cesa.ro, Intro- 
du:^ione alla teoria matematica dell* elasticità, 1894, pag. 6). Preso in ^<t 
un punto P, al quale corrisponde in <y' un punto P', il volume generato 
da ^<T è misurato dal prodotto ài de per la projezione sulla normale ad 
esso elemento dello spostamento PP\ che è espressa da 

ZdXi 

designati x. le coordinate di P, e -~ i coseni degli angoli che la normale 
esterna 2l de forma con gli assi coordinati, si ha pertanto 



ma per la nota formola di Green, (5) del % 440, si ha 

dunque risulta 

conseguentemente viene nella stessa forma (19) 

L'eguaglianza (20) manifesta che l'integrale di volume pel consegui- 
mento di S' — 5, incremento del volume che il sistema assume dietro 

F. CALOAfti&A* ^ Mmmsmm^ YOl. 111. 8 
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la deformazione, può ridursi ad integrale dì superficie, cioè dipendente 
dalla superficie <i che limita il sistema allo stato iniziale 5. 

449. Equazione di continuità. — Una particella del sistema conti- 
nuo dallo stato iniziale alla deformazione si altera di volume e di posi- 
zione, non già nella massa, e la relazione esprimente tale proprietà, cioè 
che la massa di un elemento qualsiasi è la stessa dallo stato iniziale alla 
deformazione, si denomina l'equazione di continuità. Per ottenerla, si 
consideri l'elemento primitivo di forma parallelepipeda rettangolare come 
nel § prec, la cui massa è perciò ^dx^dx^dx^^ dinotata p la densità 
del sistema al punto A; la massa dell'elemento trasformato va espressa 
per p'dxJdXjdXj, essendo p' la densità nel punto A' corrispondente di 
A; nel sistema in esame si prenda allo stato iniziale un certo volume 
F' circoscritto da una superficie <y, includente la particella anzidetu, sic- 
ché la intera massa di P^ è data dall'integrale 



l 



fdx,dx^dx , 
y 

e dietro la deformazione, il volume F essendosi cangiato in P, la stessa 

massa va espressa per l'integrale 






f'dx[dx'Jx' 

in conseguenza della continuità si ha dunque l'eguaglianza 

(21) / ^* dx\dx\dx\ — I fdx^dx^dx^ = o. 

Intanto, col cangiamento di variabili nel primo integrale, come si 
sa (§ 434), all'elemento dx\dx\dx'^ devesi surrogare Ddx, ti jc^ix^, es- 
sendo D il determinante funzionale, rappresentato con gli elementi della 
prima diagonale, 

il quale devesi prendere positivo, considerato egualmente dx^dx^dx^^ e 
il primo integrale della (21) si commuta in 



Jv* 



f' Ddx^dx^dx ; 

quanto ai limiti d'integrazione dello stesso è da osservare che, un punto 
(jc!) affinchè descriva una volta, ed una sola volta il volume T', biso- 
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gna e basta che il punto (x.) descriva il volume T, pertanto il nuovo 
volume d'integrazione è lo stesso F, in conseguenza per Teguaglianza 
(21) si ha 

(p'D — f)dx^dx^dx^ = o; 



£ 



ora, quest'integrale dovendo essere nullo qualunque sia il volume V al 
quale va esteso, bisogna evidentemente che l'elemento diflferenziale sia 
nullo, cioè a dire dev'essere 

(23) p'i)_p = o, -^ = A 

che è la richiesta equazione di continuità. 

Designato dv t\ volume di un elemento circostante al punto A^ e 
dv' quello dell'elemento deformato circostante ad ^', poiché per la con- 
tinuità fdv = f'dv\ quindi 

p dv' 

ed essendo il coefficiente di dilatazione cubica 

dv' — dv dv' 

dv dv ' 

risulta per lo stesso, ossia pel coefficiente della dilatazione cubica al 
punto A l'espressione 

(24) e = -^-i=Z)~i. 

r 

450. Deformazione trasversale, longftudinale. — Una defor- 
mazione dicesi trasversale, allorché la dilatazione cubica é nulla, cioè a 
dire che un volume qualunque nella deformazione è egualmente conser- 
vato, ed in conseguenza della (19) del § 448 sia 

La deformazione é detta longitudinale^ se la rotazione media (di 
cui tratteremo più innanzi) è nulla, ossia che gli elementi a>^ dati dalle 
(5) del § 445 sieno nulli, perciò devono sussistere l'equazioni 

àu du^ du, du du^ du, 

dXj^ dx^ ' dx^ dx^ ' dx^ dx^ * 

in conseguenza la ^u^dx^ dev'essere la differenziale esaua di una fun- 
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rione f delle x^, cioè 

(26) u,dx^ -f ujx^ + u^dx^ = d<p(x,, X,, X3), 
e di seguito 

(27) ^' — IT (1=1,2.3). 

In questo caso, cioè d'essere la deformazione longitudinale, la con- 
dirione di trasversalità (25) diviene 

il sommatorio ^ esteso ad 1=1, 2, 3, risulta dunque: affinchè una 
deformarione sia ad un tempo trasversale e longitudinale» bisogna che 
l'accennata funrione 9 soddisfi alla nota equarione di Laplace, od in 
altri termini che sia una funrione armonica delle x.. 

Una deformarione qualunque può sempre riguardarsi come risultante 
da due altre, l'una trasversale e l'altra longitudinale, perciocché qualun- 
que siano le fi,., si potrà trovare altre quantità u[, aV, che soddisfino 
all'equarioni 

essendo d<f^ differenriale esatta di una funrione f, delle x., ed intanto 
la (25) diventa 

Zdu" ^i*<P, 
ajc. ^^ dx] 

inferendosi che la <p, dev'essere una funrione armonica delle x^, cioè 
soddisfacente all' equarione di Laplace. 

m. — Deformazione possibile per date espressioni 
deUe componenti. — Deformazione omogenea, pura, tangenziale. 

451. Deformazione possibile. — Una deformazione va caratteriz- 
zata, come si sa, da un particolare sistema di funzioni determinanti le 
componenti e,. , \ , inversamente, prendendo questi afl&tto arbitrarie, deve 
sapersi se le medesime corrispondono ad una deformarione possibile, ed 
ecco un modo di risolvere tale questione, quale fu designato dall'illustre 
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Beltrami *)^ però riferiamo gli sviluppi con le usuali nostre dino- 
caàoni: 

Riprese le (4) del $ 445, doè 

_du, _d2^ _du^ 

. ,^'~dx/ ^'~dx' ^~djc/ 

(0 { 

), - ^ /^'s . rftì \ _ I (du, duA _2^(dti du\ 

sì formi l'equazione 

dx^^^dx^ dx^dXj ' lydXjdx^'^ dx^dx^/ dx^dx^^ dx^ 
donde differenziando rispetto ad x^y ed atteso la prima (i), viene 

^ "^ dx^dx^ dx^\dx^ ' dx^ dx^J* 

similmente dalle (i) si deduce quest'altra 

(6) ^^^, - ^ ( ^'^3 I ^^^. \- ^ /^'^ I ^^^\ 

e mediante sostituzioni circolari successive negl'indici (123) da ciascuna 
di queste equazioni (a), (^) se ne deducono rispettivamente altre due; 
le medesime, insieme alle stesse (a), (^), costituiscono le condizioni a 
doversi soddisfare dalle sei componenti di una deformazione possibile. 
Poste in esse 

(2) ^^—inr (1 = 1,2.3), 

essendo (7, , (7^ , U^ tre funzioni delle x^ totalmente arbitrarie, risultano 
le sei equazioni seguenti, distribuite nei due gruppi, il primo 

ed il secondo 

dx^\dx^dx^ ' ax, dx^ dx^/ 
con le rispettive conseguenti mediante le indicate sostituzioni negl'indici; 



*) Rendkoiitì del Circolo Matematico di Palenno, tomo III, 1889; confr. pure 
CbsAso, Opera dtata nd $ 448. 
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le quali sei equazioni, oltreché necessarie sono altresì sufficienti per es- 
sere la deformazione possibile. 

Infatti, il primo gruppo (3) s'integra ponendo 

ed altre due simili espressioni 5^, B^ deducendole da questa (5) con le 
solite sostituzioni negl'indici; le medesime devono perciò soddisfare alle 
relazioni 

(6) Jl^=j!l^=il?2_ = o 

dx^dx^ dx^dx^ dx^dx^ ' 

e le stesse jB^ forniscono altresì l'eguaglianza 

dB, dB, àB^ d'U, . d\ d\ d\ 
dx, dx^ dx^ dx^dx^ * dx^ dx^ dx^* 

ed altre due sono da questa conseguibili mercè le predette sostituzioni 
negl'indici. In forza di queste tre eguaglianze il secondo gruppo di e- 
quazioni (4) si trasforma, con cangiamento di segni, la prima nella 

d (dB. . dB^ 



, \dx^ * dx dxj 



dx, ^^„, -...3 

ed altre due che sono da questa deducibili con le sudette sostituzioni 
d'indici; le quali tre equazioni integrate danno 

dXj"^ dx^ dx^ dx^dx^ ' 

dx^^ dx^ dx^ dx^dx^ ' 

àB,^àB,_d^^ ^>3(i2) 
dx, ~ dx^ dXj dx^dx^ * 

essendo 91(23), 9a(3i), T,(i2) tre funzioni arbitrarie, la prima com- 
posta con le x^, Xj, la seconda con x^, x, , e la terza con x,, x^. 

Da quest'ultime equazioni, sommate a coppie ne vengono tre altre, 
di cui l'una è 

ed altre due che sono da questa deducibili con le sostituzioni circolari 
successive dei numeri (123). 



GAP. II. — CINEMATICA DEI SISTEMI CONTINUI. 63 

Integrate le tre nuove equazioni (7) e conseguenti, si ottengono 

ti?, (12) d<fX3i) _ e 

,D ^?.(30 <^ 9.(23) _ Cr 

I 2 

essendo G, , G^ , G^ le funzioni arbitrarie dell'integrazione, le quali de- 
vono soddisfare alle relazioni 

dXj dx^ dx^ * 

ed alle risultanti dalle (é), cioè 

d'G, ^ d'G, ^ d'G, ^ ^. 

dx^dx^ dx.dx, dx,dx^ * 
23 31 12 

inferendosi dalle medesime che la G, , indipendente dalla jc, , dev'essere 
eguale aUa somma di due funzioni derivate, l'una composta dalla sola 
x^, e l'altra dalla x^, rappresentabile perciò da 

similmente le G^, G^. 

In conseguenza di ciò, stante la (5) e le dedotte dalla stessa, dalle 
(8) si ricavano le seguenti espressioni, cioè dalla prima 

__àU, dU^ ^?,(i2) d<f,isi) di(2) d)c,(3) 
' "~ d*, "*■ dx, ■•" dx^ '^ dx^ "•■ <i*, "^ dx, ' 

che si può anche scrivere 

2\=^fI/, + ?,(l2) + +.(2) + X,(l)] 
(IO) < , ' 

+ ^[f^. + ?.(3i) + +,(0 + ^(3)], 

e dalla seconda e terza dello stesso gruppo (8) vengono altre due si- 
mili espressioni per 2 X^ , 2 X^ , che sono deducibili altresì dalla 2 X, con 
le cennate sostituzioni circolari nei numeri (123). 

Adunque le sei equazioni (3), (4) e conseguenti sono completa- 
mente integrate, e confrontando la (io) e le altre due dalla medesima 
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dedone, colle rispettive (i), basta porre 

( «. = f^. + 9.(33) + +,(3) + *,(2). 
(Il) «.= (/, + 9,(31) + 4,,(i) + K.(3), 

f«,= I/, + 9,(") + i(2) + *,(i), 

per dedurne le 

dUi d U. 

riconoscendosi pertanto che l'espressioni ottenute per le e. , \ sono pre- 
cisamente quelle richieste dalla definizione, per essere doè le sei compo- 
nenti della deformazione, e nel modo come vengono costituite, intera- 
mente arbitrarie. 

452. Deformazione omogenea. — Supponiamo che le componenti 
e., X. si mantengano cosanti per tutti i punti del sistema continuo in 
un certo stato, e nelle successive deformazioni, ciascuna delle quali sia 
riguardata come stato iniziale relativamente a quella che segue, sicché 
dinotati ft., i^O = i, 2, 3) sei costanti siano 

^ . du . du ^^. 






dx^^^ dxj " dx^ ' dx^ ** dx^^^ dx^ 

con tali condizioni la deformazione dicesi omogenea, di cui andiamo a 
rilevarne le più importanti proprietà. 

Derivando la terza (13) rispetto ad x^, con riguardo alla seconda 

(12), viene , , = o; derivando poi la stessa terza (13) relativamente 

alla x^, e la seconda di esso gruppo rispetto ad x^, indi sommando, 

con riguardo alla prima delle stesse (13), si ottiene -s — t^ = 0: per la 

a dire 

d du^ d du^ d du^ 



dx^ dx^ dx^ dx^ dx^ dx^ 
dimostrano che -^ sia costante, e si dimostra egualmente essere co- 
Stante la -j—^; con riguardo quindi alla prima (12) si rileva dover es- 
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sere u, della forma 

(14) u, = m,-\r h,x, + p^x^ -f- 9^X3, 

ed analogamente le u^y u^ in forme, che sono da questa deducibili con 
le sostituzioni circolari successive negl'indici (123); conseguentemente 
per le (i) del § 444 si hanno 

( x[ = m, + (i -}- h,)x,+p^x^ + q^x^, 

(15) j K = ^2 + 9jX, + (i + K)x^ -}- P.X3, 

f x; = W3 + />,x, + q,x^ + (i + h;)x^. 

In esse equazioni (14), (15) le costanti m,. si possono sempre ri- 
tenere nulle, ossia si possono assumere per l'equazione di trasformazione 

(16) ^r = KXr+p,x,'^q,x^, 

07) < = (i + h,)x, + P3X, + q,x^, 

e le conseguenti da queste con le succennate sostituzioni negl'indici ; ba- 
sta infatti, con una convenevole traslazione degli assi coordinati Ox^, 
prendere per nuova origine il punto corrispondente alle coordinate m,., 
giacché con le x. = o si hanno x'. = m. ; si osserva d'altro canto che 
le costanti p. , q^ devono soddisfare alle relazioni 

08) Pi + 9i = K (i=i, 2, 3), 
risultanti colla sostituzione nelle (13) della (16) e conseguenti. 

453. Allorché le componenti della deformazione sono nulle, ossia 
che i secondi membri delle (12), (13) sieno nulli, esse equazioni carat- 
terizzano il moto di un sistema rigido; infatti, se il sistema si muove 
rigidamente, e dev'essere nullo in qualsiasi direzione, e per la (7) del 
5 446 si ha l'equazione 

che per essere verificata con qualunque sistema di valori degli a., richiede 
d'essere identicamente ^uUe le e^, X., quindi l'equazioni 

(19) 17. = ^ (t=i, 2, 3), 

"" dx^ ' dx^ dx^ ' dx^ dx^ • dx^ 

sono necessarie; esse sono altresì sufficienti, perciocché le u,. prendono 
la forma (14) e delle sue conseguenti, ma con le h^ nulle, e poiché so- 

F. Calo&abka. — MetcamUa, •voi. III. 9 
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no pure nulle le i. , dalla (i8) vengono l'eguaglianze ^i = — />i, dalla 
(14) e deducibili dalla medesima risultano l'equazioni 

i <*, = »»5 + Pa*. — P.^a» 

che corrispondono alle (5) del § 8j, relative al moto libero di un siste- 
ma rìgido. 

I coefficienti p. di quest'equazioni corrispondono alle componenti 
a>. della velocità angolare (o della rotazione istantanea, uno dei due mo- 
vimenti elementari del sistema rigido (§ 84), e poiché dalle (21) ven- 
gono Tespressionì 

^'~ 2 \dx^ dxj' ^'~ 2 \dx, dxj' ^3~ 2 V^^a àxj' 

delle medesime forme (5) del § 445, con segni cambiati, da ciò la ragione, 
per cui quelle dinotazioni a>. sono state designate col nome di componenti 
della rotazione dell'intorno al punto A del sistema continuo considerato. 

454. Proprietà caratteristiche della deformazione omogenea. — 
Nelle deformazioni infinitesime successive di un sistema continuo S, co- 
me si è cennato nel § 452, ognuna si può considerare quale stato ini- 
ziale relativamente a quella che segue, questa perciò definita dalle sei 
componenti s., X. che sono funzioni finite e continue delle coordinate 
x^ di un qualsiasi punto del sistema, nello stato che si considera quale 
primitivo; allorché le medesime si mantengono costanti, perciò indipen- 
denti dalle x^ , tanto in tutti i punti di una deformazione individualmente 
considerata, quanto nelle successive, e perciò la deformazione dicesi omo- 
genea, per l'equazioni (15), ovvero la (17) e conseguenti, si passa da 
un punto (x;) al corrispondente (jc!) e viceversa ; le proprietà caratteri- 
stiche di tale deformazione derivano appunto dall'essere lineari codeste 
equazioni, le quali pertanto definiscono una trasformazione omografica, 
donde ne segue: 

a) In una deformazione omogenea la dilatazione lineare di un ele- 
mento dipende unicamente dalla sua direzione, non già dalla posizione 
nel sistema, od altrimenti le dilatazioni lineari di due elementi paralleli 
sono eguali; la dilatazione dell'angolo tra due elementi dipende dalle di- 
rezioni dei lati, e non dalla posizione del vertice ; le ellissoidi di dilatazione 
in tutti i punti sono eguali, ed orientate allo stesso modo ; parimenti che 
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in un movimento rigido, due elementi paralleli prima della deforma:(ione 
restano paralleli dopo. 

h) Ai punti P su di una superficie continua (t appartenente al si- 
stema S, corrispondono punti P' sopra una superficie continua <y' che 
appartiene al sistema S\ ed è la trasformata di a; infatti, sia 

l'equazione di er, perciò / una funzione finita continua delle x-y risol- 
vendo le (15) rispetto alle x. , queste saranno espresse linearmente nelle 
x\y e dietro sostituzione nella {a) viene un'equazione 

/, essendo anch'essa funzione finita e continua delle x[ , la quale equa- 
zione (t) rappresenta perciò una superficie continua <y', e le due super- 
ficie si corrispondono punto a punto. Risulta evidentemente che se <t 
sia chiusa, anche a' sarà chiusa; che ad un punto A interiore a <x vi 
corrisponderà un punto A' interiore a <t'. 

e) Risulta altresì che ai punti P collocati sopra una linea continua 
/, intersezione di due superficie <j, c, del sistema S, corrispondono punti 
P sopra altra linea continua /' di 5', intersezione delle due superficie 
d', c[ in esso sistema, che sono le rispettive trasformate delle <y, a, ; per- 
ciò r è la trasformata di /, entrambe si corrispondono punto a punto, 
se l'una sia chiusa, anche l'altra sarà una linea chiusa; ad un punto A 
interiore ad / corrisponde un punto A' interiore ad i'. 

d) Nella deformazione omogenea dunque i piani primitivamente pa- 
ralleli resteranno paralleli, egualmente le rette parallele, 

e) Devesi infine notare che esiste sempre una terna di direzioni or- 
togonali, le quali si trasformano in altre direzioni rettangolari; sia infatti 
KLMN un triedro in S trirettangolo, col vertice in K, costituito dalle 
tre rette KL, K My KN, i cui coseni direttori sieno designati a^. per la 
prima, ^^ per la seconda, y,* P^^ 1^ terza, relativamente ai quali, e per 
la loro ortogonalità, hanno luogo le sei equazioni, (i) e (2) del ^ 3^9 

(22) Z< = 1^; = ZyJ = i> l^i^i = IP.Y. = Zy.-«.- = 0; 

inoltre, afiEnchè le tre direzioni restino rispettivamente ortogonali dietro 
la deformazione, ossia che per le medesime prese a coppie sia X = o, 
stante la (8) del § 446 devono coesistere queste altre tre equazioni, es- 
sendo le Sj, \ costanti. 
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Posta in (13) x = ay 

(14) ^ w - 

e di seguito alh (9) si ha 

(15) ^W- 

essendo f la derivata di F, 
quale relazione (ij) costituii 

420- Cangiamento di 
SEGNO d'integrazione. — Se 
zione di altra variabile /, da 

(16) 

essendo ?(<) una funàone e 
il variare di < da <„ a /,, f 
vediamo come si possa intro 
riabile ; per l'oggetto si divid 
minati dai valori intermedi t, 
valori (3) della x, pel teorem 

(17) *'"** 

Oj dinotando un valore di / o 
per la somma (a) viene 

(18) |:('»-' 

e quando tutti gl'intervalli <» 
finitamente, questa somma (i 
cioè a dire . 

dunque per effettuare il cangi 
seguito alla relazione (i6), si 
al X, pei novelli limiti si prei 

h della X. 

Supponiamo in secondo 1 

dalla variabile x, essa sola od 
da uo parametro arbitrano \ 
a questo parametro; considena 
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le infinite curve, che possonsi tracciare nel 

A, B, e vediamo a quale condizione deb- 

easàa^j;;r ; - * f "^''^ l'integrale non dipenda dal cammino 

" "*^ ' °^ qualunque fosse la curva prescela 

'" «Ielle x„ X., cioè a dire dalle posizioni 
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unzione qualunque deUex.,X. contìnua 
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_^ ;°f,f"f 1^ ^e«> curva prescelta. U 

'^'» ■ • * = "^ ^'"'^ ^e identicamente nulla ^ 

qude variabile indipendente, ed osservai 
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queste nove equazioni (22), (23), coesistenti e distinte, bastano a deter- 
minare le incognite a^., p., y., che danno in S le tre direzioni ortogo- 
nali partenti da K, le quali in 5', dietro la deformazione, si mantengono 
altresì ortogonali, ossia che costituiscono il triedro trirettangolo K'VM'N\ 

455. Deformazione pura. — Allorché i due triedri trirettangoli 
KLMNy K' L' M* N' colla deformazione si confondono, la deforma- 
zione omogenea prende il nome speciale di deformaxiont pura, e gli spi- 
goli dei due triedri costituiscono k direzioni principali della deformaxione. 
In tale caso, prese queste direzioni principali per gli assi coordinati Ox,., 
poiché ad un punto qualsiasi in 5 di coordinate x^ corrisponde in 5' il 
punto di coordinate x\, date per l'equazione (17) del § 452 e conse- 
guenti, in particolare per un punto A sull'asse Ox^ , essendo x^ = x^ = o, 
attesoché per la deformazione pura il punto A' devesi trovare sopra lo 
stesso asse, le x^ , x*^ devono essere altresì nulle, qualunque fosse la x. , 
pertanto dalle citate equazioni risulta essere identicamente nulli i coeffi- 
cienti (p,, q^y e si dimostra analogamente dover essere nulli gli altri 
coefficienti a coppie (p,, qX (p,, ?,)• 

In conseguenza, nella deformazione pura quelle equazioni di tra- 
sformazione (16), (17) del cit. 5, e conseguenti, si riducono alle seguenti 
(24) u, = fc.x., X. = (i + fc.)x. (i = 1, 2, 3), 

gli h. essendo i coefficienti di dilatazione lineari, che in generale sono 
stati designati e^ (§ 445), e dalle medesime si desume: 

tf) Una deforma:^ione pura è costituita da un insieme di tre dilata^oni 
costanti parallelamente alle sue dires^ioni principali, 

V) Affinchè una deforma^iione omogenea diventi pura, bisogna e basta 
che le compenenti u- di spostamento A A* siano le derivate parT^iali prime 
di una forma quadrica ridotta delle coordinate x. del punto A, prese le dire- 
Trioni principali per assi coordinati. 

Onde dimostrare quest'ultima proprietà si osserva che, designata 
F(x, , X3 , Xj) la cennata funzione, le prime equazioni (24) possono scri- 
versi 

dF 

* ax. 
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posta 

dunque la enunciata condizione è necessaria; essa è altresi sufficiente, 

giacché per essere le u,. derivate parziali prime di una stessa funzione F 

delle x.f sicché sia 

dF= ^u,dx.y 

bisogna che si avverino l'eguaglianze 
du. du^ 



du^ àUf 


àu^ du. 


dx^ dx^' 


dx, dx^* 



dx^ dx^ ' 
ovvero, stante la (i 6) del § 452 e conseguenti, devono essere 

?i = Pi (» = I, a, 3X 

sicché per le stesse citate equazioni si ha 

dF = ^h.x.dx, + p,d.x^x^ + pj.x^x, +p^d.x,x^, 

ma per essere la deformazione pura le p. devono essere nulle, risulta 



come si é detto 



e di seguito 



F = J ^h,x,dx. = -jj^h.x^. 



U; = -; ^ fJi Xs , 

• dx- 



t t 



456. Sieno Ox^x^x^ le direzioni principali del sistema continuo allo 
stato iniziale 5, ed 0'x[x[x'^ le corrispondenti in 5' dietro una defor- 
mazione omogenea, A un punto qualsiasi di 5, ed A' il corrispondente 
in 5'; riguardando da prima 5 ed i suoi vari punti connessi invariabilmente 
con le cennate direzioni principali, con analogia al moto libero di un 
solido (5 82) si può concepire il passaggio del sistema in 5', ed in par- 
ticolare del punto A alla posizione A' : i*^ per una traslazione del triedro 
OxjXjXj talché vada a coincidere con 0', e con tale movimento il 
punto A prenderà una certa posizione A^ ; 2° che alla traslazione segna 
una rotazione attorno un asse passante per 0', sicché gli spigoli del pri- 
mo triedro, già trasportati parallelamente, coincidano coi corrispondenti 
del triedro O'jcJx^jc^, con la quale rotazione il punto A da A^ pren- 
derà una seconda posizione A^; 3^ susseguano infine tre dilatazioni pa- 
rallelamente alle direzioni principali O'x^x^x'^, per le quali il punto A 
da A^ sarà trasportato in A\ 
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Questa successione di movimenti elementari concomitanti per il punto 
Ay evidentemente avrà luogo per tutti gli altri punti di S, onde pren- 
dere le rispettive posizioni in S', pertanto rimane aflfermato il seguente 

Teorema. — Ogni deforma^^ione omogenea pub essere ottenuta mediante 
una traslazione ed una rotaT^ione, seguite da una deformai^one pura, 

Y2l da sé che la rotazione possa precedere la traslazione, cioè a dire 
da prima si faccia ruotare il triedro Ox^x^x^ attorno di O sino a che 
i suoi spigoli si dispongano paralleli ai corrispondenti di 0'x[x^x|, indi 
succeda la traslazione affinchè il vertice O vada a coincidere con O', e 
con essa l'un triedro verrà a sovrapporsi sull'altro, passando pertanto il 
punto A alla indicata posizione A^ ; infine, a codesti movimenti sussegua 
la deformazione pura. 

Nel caso speciale d'essere la deformazione omogenea essa stessa pura, 
perciò le direzioni principali in 5 ed 5' essendo parallele, basterà una 
semplice traslazione seguita dalle tre dilatazioni sopra indicate. 

457. Deformazione omogenea tangente in un punto. -— Sappia- 
mo (§ 445) che ogni deformazione è caratterizzata dalle sei funzioni di- 
notate e^ , \ , dipendenti dalle coordinate x^ di un punto A del sistema 
S allo stato iniziale ; ora, considerando dintorno ad A una porzione (m) 
infinitamente piccola di 5, le e,., \y che sono funzioni continue finite 
delle X. , conserveranno pei differenti punti di (ni) sensibilmente gli stessi 
valori che esse hanno al punto Ay e poiché una deformazione omogenea 
va caratterizzata dall'essere costanti le componenti e^, X., cosi in una 
deformazione qualunque, per la quale il punto ^ in 5 prende la posi- 
zione A' in S'y e dall'intorno (m) risulta altro (m') dintorno ad A\ si 
potrà riguardare lo stesso (m') come conseguente da (ni) per una defor- 
mazione omogenea, in cui le sei componenti e., \ mantengono gli stessi 
valori, che prendono in A, Questa deformazione omogenea coincidente 
con quella in considerazione per un intorno infinitamente piccolo circo- 
stante ad A, dicesi deformaT^one tangente alla proposta nel punto A, 

Conseguentemente all'osservazione del § prec, si può considerare 
la cennata deformazione, per la quale l'elemento (ni) si trasforma in 
(m'), come risultante da una traslazione seguita da una rotazione, sus- 
seguite queste da una deformazione pura ; la traslazione porta A in A\ 
la rotazione riduce i tre elementi lineari ortogonali ds^ di (ni) ad es- 
sere diretti secondo tre assi ortogonali A* x[ passanti per A\ la defor- 
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mazione pura infine compie il trasformamento di (ni) in (m') mediante 
tre dilatazioni parallele alle direzioni A'x'.y riducendo i tre elementi li- 
neari dSi 2L diventare i tre corrispondenti ds[ di (m'); ciò del resto si 
rende più evidente per l'analisi che segue: 

Essendo x. le coordinate di Ay x] quelle di A'y u. le componenti 

dello spostamento u r= AA\ si hanno come nel § 443 

^; = x. + u. (,= i, 2, 3); 

le coordinate di un punto Af dell'intorno (m) sono x^ -f" ^ ^i > ^ quelle 
del punto corrispondente Ai' dell'intorno (m') sono 

x\ + àx\ = X, + tt, + à{x, + u.) 

= ^i + Wi + dx. + T^dx, + T-^àx^ + -p-i-dx, . 
• ' • * • ' d;c, ' * dx^ ' ' dXj 5 

Preso -4 per origine di un sistema di assi paralleli agli Ox.^ e di- 
notate 5;, $• le coordinate dei punti Af, Af' relativamente ai nuovi assi, 
poiché le X. sono nulle, vengono 

da quest'ultima con i = i si deduce l'espressione 

che si può anche scrivere 

<;, '^' — "« T^ 2 V</ jc, dxj^^ 2\dx, dx,ì^* 

^<ijc, -^ 2 Vx, ^<ix,r'^ 2 \dx^^dxj^'' 
ovvero, atteso le dinotazioni (4), (5) del § 445, 

(26) 5; -?, = «. + «,5, - «,C, + «.5. + x,5, + >,5,; 

ed altre due simili espressioni deduconsi dalla ^\ con i = 2, 3, le quali 
derivano altresì rispettivamente dalle (25), (26) mercè le sostituzioni cir- 
colari successive negl'indici (123). 

La (25) e le sue conseguenti, che danno le coordinate di Af' in 
funzione di quelle di Af, perciò determinano la deformazione dell'elemento 
(w) in (m'), essendo lineari nelle 5- definiscono una deformazione omo- 
genea, cioè la deformazione tangente alla proposta nel punto A. L'equa- 
zione (26) e conseguenti mettono poi in evidenza come succede la de- 
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formazione deirelemento (ni) intorno ad A nell'elemento (w') intomo 
ad A\ cioè: 

1° Con una traslazione comune all'insieme dei punti di (m), di cui 
le componenti dello spostamento sono le u. , e per la quale il punto A 
va a coincidere con A\ 

2^ Con una rotazione del detto elemento attorno un asse passante 
per A\ la cui velocità angolare ha per componenti le w^. 

3^ In seguito a questi due movimenti elementari eseguiti da (ni) come 
rìgido, e pei quali un punto qualsiasi M dello stesso avrà preso le suc- 
cessive posizioni M, , Mj, sarà da questa posizione M^ ridotto alla Af' 
con una deformazione pura, ossia con tre spostamenti secondo le direzioni 
principali, misurati dai tre ultimi termini di ciascuna equazione, cioè 
e, 5, + ^3^2 + \$3 nella (26), ed analogamente nelle altre. 

Questi spostamenti corrispondono all'espressioni delle semiderìvate 
parziaU del primo membro dell'equazione 

(27) Th^l + 2\5J, + 2\^, + 2\iX = COSt, 

che rappresenta una quadrica a centro, i cui assi coincidono con quelli 
dell'ellissoide delle dilatazioni: infatti, dinotata F la funzione costituente 
il primo membro della (27), l'equazione dell'ellissoide menzionata, (14) 
del 5 447, può scriversi 

ed è evidente che se una rotazione dei sopraindicati assi coordinati con- 
dotti per Ay si faccia a modo da sparire in F ì termini rettangolari neUe 
^•, dispariranno egualmente quelli dell'equazione della sudetta ellissoide, 
perciò gli assi dell'una quadrica coincidono con quelli dell'altra *). 
EMnotatì e i coe£Ecienti delle dilatazioni principali, sicché sieno 

\^, + ^X + \^,=<, 

siccome per la coesistenza di queste tre equazioni con valori non tutu 
nulli delle ^., bisogna che si annulli identicamente il determinante 

8, - e \ \ 



1^ «1 — « ^1 



*) Coafr. AppELL, Trattato di Meccanica ragionale, t III, pag. 264. 



I 

I 

I 
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si ritorna pertanto all'equazione (12) del § 446, e cosi i valori di detti 
coefficienti sono forniti per le tre radici reali di essa equazione. 

IV. — Velocità, accelerazioni ed altre determinazioiii 
del moto di un sistema continuo. 

458. Velocità ed accelerazioni, equazione di continuità. — Nei 
paragrafi precedenti sono state esaminate le deformazioni, che un siste- 
ma continuo S può subire nei piccoli moti, considerandole geometrica- 
mente, quindi senza tenere conto delle velocità e delle accelerazioni dei 
vari elementi ; ora però, passando alla considerazione del movimento con- 
tinuo dello stesso sistema, pel quale i suoi elementi passano in maniera 
contìnua da una regione dello spazio ad altra, senza mantenersi in iden- 
tiche condizioni rispettive, sicché 5 subisce continui spostamenti con de- 
formazioni, dobbiamo rilevare come si comporta ogni singolo elemento 
percorrendo la sua trajettoria, cioè a dire quale sia la velocità e Tacce- 
lerazione di cui è animato, passando da una determinata posizione in un 
tempo i^ ad altra in un dato istante /. 

Riferiti gli accennati elementi, riguardandoli come punti geometrici, 
ad una terna di assi fissi ortogonali Ox-, dinotiamo x. le coordinate 
di un punto A all'istante 1, con 5,- quelle dello stesso punto nella posi- 
zione A^ al tempo l^, riguardata questa come posizione iniziale, poten- 
dosi perciò assumere /^ = o ; le variabili x. appartenenti ad un generico 
punto del sistema 5 per l'istante considerato, devono essere funzioni del 
tempo i, ma le medesime cambiano da un elemento all'altro, e dipen- 
dono in conseguenza dalle coordinate del punto in cui si è trovato l'e- 
lemento al principio del moto, od in altro istante dato (Lagrange, Mec- 
canica analitica^ t. Il, pag. 253 e seg., ediz. 3*); pertanto le x^ devono 
riguardarsi come funzioni delle ^. e t, ossia 

(0 ^.- = +.(£,> 5a> ^j» (i=i, a, 3), 

essendo '^^ tre date funzioni, uniformi, continue e finite delle quattro 
quantità $. , /, che secondo il sommo geometra si prendono per le va- 
riabili indipendenti, e si denominano le variabili di Lagrange (Confr. 
Appell, Trattato di Meccanica ra:^ionale già citato, t. Ili, pag. 272 e 
seg., però noi manterremo le nostre usuali dinotazioni). 

Sieno V la velocità ed a l'accelerazione, di cui è animato l'elemento 
A nella posizione determinata dalle coordinate x. al tempo /, v^ ed a. 

F. r,^«-i»*^«»^- — MteemtUé, voi. III. io 
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le rispettive componenti nelle direzioni degli assi coordinati, stante le (i), 
e seguendo l'elemento nel moto sulla sua trajettoria, si hanno 

V.- = -JT" = "37+i(^i> 5.» ^3' 0» 

W { ja^ ^a 

^i = -jjr = 77.+.(5.> S,> 5,, (• = '. *'3), 

le derivate essendo prese con riguardare le 5» qtiali costanti, cioè con- 
siderando le ^j come funzioni della sola variabile t. 

Nella formazione dell'equazione di continuità, (23) del § 449, quindi 
del rispettivo determinante (22), dalle surriferite equazioni (i) devonsi 
dedurre le derivate parziali rispetto soltanto alle ^;, perciò si ha per 
l'accennato determinante 

ed indicando, per uniformità di dinotazione, con p^ la densità dell'ele- 
mento A nella posizione data dalle ^., e con p nella posizione delle x-, 
per l'equazione di continuità viene 

(4) P^ — Po = o- 

Date le funzioni ^j, si possono risolvere l'equazioni (i) rispetto 
alle S j , esprimendosi quindi queste variabili in funzione delle x. e /, in- 
troducendole poscia nelle (2), si conseguiranno le v^ espresse nelle jc. e 
i, si avranno doè 

dx 

essendo 6. tre funzioni uniformi, continue e finite delle dinotate varia- 
bili: dunque, o per l'accennato procedimento allorché sono note le ^-y 
o che fossero date direttamente le 6 ^ , quindi note le v^ , si possono as- 
sumere le quattro quantità x, , x^ , x^ t per le variabili indipendenti, le 
quali d'ordinario prendono la denominazione di variabili d'EuLBRO, da cui 
furono designate; allora le componenti a. dell'accelerazione dell'elemento 
considerato A vanno espresse per la formola 

dv^ d6. . de. , de. . de. 

^^ • di dx, ' ^dx, * ' dx, ' ' d/ 

In dipendenza di esse quantità v . , supposte date nelle x. e t, l'equa- 
zione (4) può assumere altra forma : giacché, dinotato F il volume del- 
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l'elemento A al tempo iy p la sua densità, quindi p ^ la massa, restando 
questa invariata da / all'istante / -f" ^ ^ bisogna che sia 



dì dt^^ di ^' 



dV 
or -rrdt esprime le variazione di volume neirintervallo infinitamente 

piccolo diy nel quale lo stesso elemento ha subito la deformazione cubica 

O = Xj^ ^^^ ^^ (^9) ^^* S 44^> ^ poiché per le tt^ di quel § 
qui abbiamo v.dt^ risulta 

dV .^ rr^ r^ j.'^^^i 

a/ ^^dx- 

conseguentemente si ha per l'equazione di continuità 

il segno ^ esteso ad ì= i , 2, 3 ; e dovendo p essere espressa mediante 
le variabili di Eulero, sicché 

a luogo della (7) possiamo scrivere per l'equazione di continuità, desi- 
gnando |-^) ^ derivata di p presa soltanto rispetto al tempo, 



« (^) + 1 






459. LiKEE DI FLUSSO, UNEE DI coRREKTE. — Sia l'elemento A al- 
Tistante dato t nella posizione (x.), se le componenti Vi della sua velocità 
V non sono identicamente nulle, l'equazioni differenziali 

dx dx àx^ 



V, V- Vj 



a 



determinano una curva, la quale pel dato valore di /, cioè alla posizione 
di Ay ha la tangente diretta secondo la velocità v\ infatti, com'è noto, 
per assi ortogonali i coseni ^^ degli angoli, che la tangente ad una curva 
nel punto (x.) forma coi detti assi sono proporzionali alle rfx^, hanno 
luogo perciò l'eguaglianze dei rapporti 

dx, _dx^_àx^ 
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i quali divisi per v costituiscono le (9) ; queste equazioni pertanto, riguar- 
dato / come un parametro, definiscono per ogni valore di t un sistema 
di curve, le cui tangenti sono in ciascun punto dirette come le velociti 
dei singoli elementi del sistema continuo in moto, le quali curve diconsi 
linu di flusso relative all'istante U 

L'integrazione delle medesime (9) dà un sistema di equazioni finite, 
rappresentanti codeste linee, 

che comprendono due costanti arbitrarie C, , C^, e nelle quali / ha un 
valore determinato, sicché le linee variano con l'istante / considerato. 
D^altro canto è manifesto, come dalla loro definizione, che per ogni po- 
sizione di un elemento A passa una ed una sola linea di flusso, e ciò 
va pure dimostrato analiticamente osservando che, scritte le (9) nel se- 
guente modo 

^^""^ dx^-'ir^' dx^-ir,' 

supposta V giammai nulla, quest'equazioni non presentano nd secondi 
membri alcuna singolarità, costituiscono due equazioni differenziali ordi- 
narie tra X, , jCj , e la X presa per variabile indipendente, sicché vi sono 
due e due sole funzioni di x^ esprimenti le x, , x, , che ad ogni dato 
valore di Xj forniscono i valori corrispondenti delle variabili funzioni x, , 
x,; dunque esiste una ed una sola curva, che soddisfa all'equazioni (9) 
e passa pel dato punto A. 

Le trajettorie descritte dai singoli elementi del sistema in moto di- 
consi U linee di corrente; essi in generale sono bene diverse delle linee 
di flusso, giacché sono definite per ciascun elemento dall'equazioni dif- 
ferenziali (5), in cui i é variabile, e l'integrale generale delle stesse de- 
v'essere costituito dalle (i), mentre le linee di flusso sono determinate 
per l'equazioni (9), nelle quali / ha un valore determinato; allorché le 
linee di flusso si confondono con le linee di corrente, il movimento é 
permanente. 

n moto di un sistema continuo dicesi permanente, allorché i carat- 
teri dello stesso, pure potendo variare da punto a punto, sono in ogni 
istante identici per un medesimo elemento, ciò che richiede dover essere 
le V; indipendenti dal tempo /, e soltanto variabili con le x,., ossia che 
si abbiano 

(11) v. = -^ = e,(x,, X,, Xj) (i= I. 2, 3). 
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fra le quali eliminando la costante di^ similmente alle (9) vengono l'e- 
quazioni 

e,(x,, x,, Xj) ■" e,(x,, X,, X,) OjCx,, X,, X,)' 

manifestanti che le trajettorie dei vari elementi sono idendche alle linee 
di flusso. 

460. Flusso e circolazione lukgo una data curva in un istan- 
te DATO. — Supposto che nel sistema continuo in considerazione, ad un 
dato istante t sia tracciata una curva C, designate Ay B le sue estre- 
mità, dicesi flusso circolazione lungo questa curva, nel senso da A in 5, 
l'integrale curvilineo preso lungo la detta curva 



(12) /= / 2^v,dx,, 

JlA) 



M) 

il ^ esteso ad }' = I, 2, 3, e nel calcolo di questo integrale / ha un 
valore costante, ossia il valore dell'istante considerato. 

Intanto, essendo v^ le componenti secondo gli assi coordinati Ox. 
della velocità v, che ha la particella considerata di coordinate x. sulla 
detta curva, designati PJ i coseni direttori della stessa v, quindi v~v^[ , 
dinotati d'altro canto ^. i coseni direttori dell'elemento ds della curva 
con una estremità al sito di detta particella, sicché ^.z=dx.:ds, viene 
pertanto 

^v.dx. = vds^^i^[ = vdscos(Vy ds), 
e l'integrale (12) designato per 

MB) 

(13) /= I vds cos(Vy ds), 

J{A) 

manifestandosi come un lavoro lungo la linea C di una forza fittizia v 
agente sopra un punto nuteriale che segue questa curva da A in B. 

Allorché esiste un potenziale di velocità, ossia una certa funzione 
? (x, , Xj , Xj) delle coordinate x^ , finita e continua per tutta la curva 
C tale, che sia ^v^dx^ = d(f, per l'integrale in considerazione viene 

JMB) 
d.<f(x,, X,, x,) = 9j, —9^, 
{A) 
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designando con <p^ , <p£ i valori della funzione <p ai due punti A t B* 
Se questi coincidono, l'integrale dà la circolazione lungo la curva chiusa 
Cy e possono avvenire due casi : o che la funzione f sia uniforme, per- 
ciò seguendo la sua continuità non ha che un solo valore in ciascun 
punto, essendo allora (p^ = (p^ , la circolazione lungo tutta la curva è 
nulla; ovvero f abbia determinazioni multiple, ed in tale caso il valore 
della circolazione lungo una linea chiusa dipende dalla posizione della 
medesima, può essere nulla per certe curve, differente da zero per altre. 

461. Rotazione media o turbine in un punto ad un dato i- 
STANTE. — Essendo x^ le coordinate all'istante / di un punto A del si- 
stema in moto, e t/. le componenti della sua velocità v secondo gli assi 
coordinati Ox-, parta da ij un vettore, le cui projezioni r* sui detti assi 
sieno espresse per le formole 



05) 



'~ 2 \dx^ dxj' »~ 2 \dx^ dxj* 

•^J- a \dx, dxJ* 



che verificano ideoticaDiente l'equazione 

Codesto vettore si chiama la rotaT^ione media, od anche il turbine 
al punto A nell'istante /, il quale, supposto invariabilmente connesso con 
un elemento o particella (w) del sistema dintorno ad A, rappresenta 
eflfettivamente la rotazione o turbine di essa particella nella deformazione 
infinitesimale, che il sistema continuo subisce nell'elemento di tempo d t 
seguente a /; infatti, la deformazione di (ni) m (m') dall'istante t all'istante 
t-^diy si può considerare (§§ 456, 457) come risultante da una tra- 
slazione, per la quale il punto A prende una posizione infinitamente vi- 
cina A'y le componenti di spostamento essendo Uf = v^dt, alla stessa 
succede una rotazione determinata dagli angoli <ù^ espressi per le formole 
(5) ^^^ S 445» P^^cì^ ^i = ^i^U ed alle medesime susseguono tre dila- 
tazioni parallele alle direzioni principali, i cui coefficienti sono forniti dalle 
tre radici dell'equazione (12) del § 446, nella quale a luogo delle com- 
ponenti di deformazione e., \ devonsi porre t'.dt, ^dt, essendo 
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(17) JX._— ^^^ + ^j, X^__^_ + — j,. 

462. Linee e superficie di turbine o vorticoidi. — Si chiama 
linea di turbine, o lima vorticoide quella, le cui tangenti nei suoi vari punti 
coincidono coi vettori di turbine in essi punti, e l'equazioni differenziali 
di codeste linee, ad un dato istante /, sono 

(18) ^^' _^^a_^^3 



f f r 



le r. fornite dall'espressioni (15). 

L'integrazione di esse (18) dà l'equazioni delle linee di turbine in 
forme finite 

(19) fi(^.» *a> x^y = C,, F,(x,, X,, X,, = C,, 
comprendenti due costanti arbitrarie C, , C, , nelle quali t è considerato 
come un parametro, e col variare di questa quantità le dette linee can- 
giano; esse formano una famiglia di curve a due parametri C, , Q, per- 
tanto per ciascun punto del sistema all'istante dato t passa una ed una 
sola curva di tale famiglia. 

Dicesi superficie di turbine superficie vorticoide quella che è costi- 
tuita da linee vorticoidi. Se in ciascun punto M di coordinate x. di essa 
superficie si consideri la normale MN in un determinato senso, e si 
designino a. i coseni direttori della stessa rispetto alle direzioni positive 
degli assi coordinati Ox.y poiché nel piano tangente in M sono le tan- 
genti alle linee vorticoidi passanti per lo stesso punto, considerata una 
di esse tangenti M T, e dinotati ^. i suoi coseni direttori rispetto ai pre- 
detti assi Oa'., fra questi ed i succennati a,, ha luogo k relazione 

il ^ esteso ad i = I, 2, 3; intanto, come si sa, i p. sono proporzionali 
alle variazioni dx., e queste per le (18) sono proporzionali alle r., adun- 
que per la stessa relazione precedente si ha 

(20) Xri<^i = o, 

che è l'equazione della superficie vorticoide in considerazione. 
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Supposto che pei diversi punti di una curva chiusa C tracdaca nel 
sistema continuo all'istante /, si conducano le linee di turbine partenti 
da essi punti, Tinsieme delle stesse costituisce una superficie vorticoide 
particolare, a forma di tubo, e che perciò si denomina tubo vorticoide^ 
godente le proprietà di ogni altra superficie di turbine. Se il tubo si ri- 
pida su di sé stesso, a modo di un anello chiuso, dicesi anello vorticoide. 
Allorché l'indicata curva C sia tale, che una sezione retta del tubo fosse 
un'area infinitamente piccola, il tubo avrà trasversalmente dimensioni in- 
finitamente piccole, e si denomina perciò tubo vorticoide infinitamente sottile. 

463. PoTEMZiiOJE DI VELOCTTÀ, MOTO IRROTAZIONALE. — Se le Com- 
ponenti V. della velocità di ogni elemento del sistema continuo in moto, 
ad un dato istante, sono le derivate parziali rispetto alle coordinate x^ 
di una certa funzione f delle stesse coordinate, ossia che si abbiano 

(21) ^'^IT" (»=«. a.sX 

questa funzione ^(x, , x^, x^), come si è cennato nel § 460, dicesi il 
pottni^iak di velocità, la funzione di velocità del sistema in moto per li- 
stante dato; dunque, affinché una funzione 9 delle coordinate x^ sia il 
potenziale di velocità per tutti i puntì del sbtema in un dato istante, 

bisogna e basu che essa soddisfi alle (21), ciò che richiede che ^v.dxj 
sia una differenziale esatta, perciò che siano verificate l'equazioni 

dv Jy dv, dv dv^ dv. 



dx^ dx, ' djc, dx, ' dx, dx 

ed in cons^uenza che le rotazioni delle singole particelle siano nulle. 

Ora, se ciò avviene per ogni qualsiasi btante nel movimento con- 
tinuo del sistema, cioè a dire per qualsiasi valore di t le v. sieno le de- 
rivate prime rispetto alle x^ di una funzione 9(x, , x^, x^, /) delle 
stesse coordinate, comprendente in generale il tempo t da considerarsi 
però come un parametro, il movimento sarà irrota^^ionale^ cioè a dire 
che gli elementi del sistema non subiscono rotazioni di sorta in tutto il 
movimento. 

Si è condotti pertanto a distribuire i movimenti in due categorie: 
l'una dei moti dotati di potenriale di velocità, privi perciò di moti vor- 
ticosi, l'altra senza potenziale di velocità, nei quali gli elementi del sistema 
hanno movimenti rotatori. E ne segue : che se in un istante qualunque 
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esiste un potenziale di velocità, esisterà sempre, cioè a dire se in un istante 
qualsiasi è nulla la rotazione della particella in considerazione, essa' non 
acquisterà mai moto rotatorio (teorema di Lagrange); per converso, 
se una particella ruota in un istante, essa seguiterà a ruotare durante 
tutto il movimento continuo del sistema. 

Quando il movimento è permanente, le v- essendo indipendenti dal 
tempo, potranno essere considerate come le derivate parziali di una fun- 
zione ?(x, , x^, Xj) parimenti indipendente dal tempo, esso in conse- 
guenza, come già fu osservato» è un movimento irrotazionale. 
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CAPITOLO TERZO. 

STATICA E DINAMICA DEI SISTEMI CONTINUI IN GENERE. 



I. — Forze agenti su di un sistema continuo. 

464. Forze esteriori. — Consideriamo un sistema continuo qua- 
lunque in equilibrio od in movimento, il quale ad un dato istante / oc- 
cupa nello spazio un certo volume 5, che sia limitato da una superficie 
<T, le forze attive, che pure diconsi esteriori, agenti sullo stesso, a parte 
quelle speciali che in alcuni casi sono applicate in punti o linee isolati, 
si ripartiscono in due categorie: 

I* — Forze agenti su i vari elementi del volume S, denominate 
for:^e di massa, le quali si suppongono dell'ordine di grandezza delle 
masse degli stessi elementi; quindi, se per un elemento qualsiasi si di- 
notano ^5 il volume, dm la massa, p la densità media, talché sia 
dm = fdSy l'intensità della forza che agisce su questo elemento sarà 

espressa da 

Fdm = FfdSy 

il coefficiente F misura la forza agente sull'elemento rapportata all'unità 
di massa. 

2* — Forze agenti sugli elementi della superficie (x, che diconsi pure 
sfor:(i superficiali, supposti altresì dell'ordine di grandezza degli stessi e- 
lementi, talché dinotato ^ a un elemento qualsiasi, lo sforzo che si eser- 
cita sul medesimo sarà espresso per 

U coefficiente Q essendo la misura dello sforzo agente sull'elemento 
rapportato all'unità di superficie. Questa forza superficiale Qdtr è in 
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generale obliqua a da; quando è diretta verso Tinterno della superficie 
si chiama pressione, e quando sia diretta verso Testerno dicesi ira%iont 
tensione. 

Ad esempio, per un gas pesante in moto entro un tubo, su cia- 
scun elemento agisce il peso gdm = gfdS, essendo g la forza della 
gravità rapportata all'unità di massa; d'altro canto, sopra ogni ele- 
mento della superficie (x del gas in contatto col tubo si esercita la pres- 
sione Qda dovuta all'azione del tubo, la quale è normale a da, se per 
la levigazione delle pareti del tubo sia trascurabile l'attrito del gas, obli- 
qua in ogni altro caso ; e dietro il principio dell'eguaglianza tra l'azione 
e la reazione, le pressioni del gas sul tubo sono eguali, ed opposte alle 
pressioni di questo sulla massa scorrente. 

465. Sforzi interiori. — Oltre delle forze sopra indicate, devonsi 
tenere in calcolo gli sforp interiori dovuti alle azioni molecolari, che si 
sviluppano in dipendenza delle forze esteriori tendenti a deformare il 
sistema, i quali non hanno più luogo quando le azioni scambievoli degU 
elementi del sistema diventano nulle, ossia quando le distanze scambie- 
voli di essi elementi sono superiori ad una certa lunghezza piccolissima, 
che si denomina raggio di attività molecolare, ed ecco come l'esistenza 
di codesti sforzi puossi definire : 

S'immagini che una superficie qualsiasi x, un piano per es., attra- 
versi il sistema S, dietro essersi questo deformato ed equilibrato, taglian- 
dolo in due parti H e K, e sia rimossa una di queste parti, l'equilibrio 
potrà essere mantenuto, distribuendo sulla superficie di separazione forze 
convenientemente determinate punto per punto; dei due aspetti di x si 
considera l'uno come positivo, quello rivolto dalla banda della porzione 
del sistema rimossa, e negativo l'altro. 

Sfa A un punto della faccia positiva, e dx una piccolissima area 
intorno allo stesso, la forza da applicare in questo punto è dello stesso 
ordine di grandezza di dx, e dipenderà dalla posizione ed orientazione 
della medesima ; la posizione è quella di A, perciò determinata dalle coor- 
dinate X. di questo punto ; in riguardo all'orientazione, essendo condotta 
alla stessa d x la normale A Ny si riguarderà questa come positiva verso 
la parte del sistema conservata, ossia dalla banda della faccia negativa di 
X, e designati a^ (i = i, 2, 3) i coseni direttori di essa normale posi- 
tiva, d X. le projezioni di d x sopra i piani coordinati, cioè d x, sul piano 
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^s ^ ^3 > ^^ ^^ seguito, si hanno le relazioni 

(i) ix. = a.ix (i^,^2,3). 

Designata TdiL la forza da applicarsi all'indicato elemento superfi- 
ciale, equivalente all'azione che sul medesimo esercitava la parte rimossa 
del sistema, la medesima si definisce come lo sfors^o cui è soggetto l'ele- 
mento dy. dalla parte an^indicata, il coefficiente T misurala forza agente 
sul detto elemento rapportata all'unità di superficie. Se l'if x sia positiva, 
perciò la sua direzione formante un angolo acuto con la norinale po- 
sitiva A N, Sì qualifica come una pressione, e nel caso opposto come una 
trazione o tensione; ed osservando che le azioni mutue molecolari se- 
guono il principio dell'eguaglianza tra l'azione e la reazione, risulta il 
seguente 

Teorema — Gli sforai corrispondenti a facce opposte di un medesimo 
elemento superficiale sono eguali ed opposti. 

A meglio concepire la produzione degli sforzi in esame s'inmiagìni 
che, oltre della superficie x separante il sistema 5 nelle due parti Hy Ky 
sieno tracciate due superficie x', x'^ parallele alla stessa, d'ambedue gli 
aspetti, e distanti ciascuna da x della quantità piccolissima e, che misura 
il raggio di attività molecolare, le tre superficie racchiudono due strati 
s\ s'^ di elementi del sistema S, cioè il primo tra x e x', il secondo tra 
X e x", entrambi di spessezza e, ed appartenenti rispettivamente alle due 
porzioni if, K del sistema. Ora, le azioni scambievoli tra queste due 
parti in realtà riduconsi a quelle, che gli elementi dello strato s' eser- 
citano sugli elementi dello strato s''y e reciprocamente; ma, essendo e 
piccolissima, si può trascurarla, e ragionare come se fosse nulla, vale a 
dire come se le azioni scambievoli di contatto ìt^l H e K fossero uni- 
camente applicate agli elementi superficiali di x. 

Gli accennati sforzi si rendono palesi specialmente allorché l'elemento 
ideale ^x ha una esistenza reale, come per es., trattandosi della super- 
fìcie di separazione di due liquidi diversi, l'uno dei quali è sovrapposto 
all'altro. 

La componente della forza T secondo la normale all'elemento ix 
va dinotata T^ , quindi T^dìt. lo sforzo su di esso elemento secondo la 
detta normale, e le componenti dello stesso secondo gli assi coordinati 
vanno espresse per 
(2) r..dx = T^cL.dx = TJ%, (i=zly 2, 3), 

gU a, e dx. essendo stati già specificati. 
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466. Sforzi specifici. — Qò che precede, come si è cennato, di- 
pende soltanto dalla posizione ed orientazione di dxy non già da tutto 
il resto della superficie x separante 5 nelle due parti He K; in altri 
termini, lo sforzo Tdyf. rimane lo stesso se si riguarda £Ì x come appar- 
tenente ad ogni altra superficie tangente a k nel punto A, perciò si può 
considerarlo come isolato nel sistema continuo 5, trattandosi di deter- 
minare soltanto lo sforzo, che sul medesimo si esercita dagli elementi 
contigui del sistema. 

Ciò premesso, immaginati dintorno al punto A tre segmenti s^ pa- 
ralleli agli assi coordinati Ox. cioè AL^, AL^y AL^y le cui estremità 
L, , L^y L, determinano un piano x, e cosi sarà costituito un tetraedro 
trirettangolo in A, ognuna delle tre facce concorrenti in esso vertice es- 
sendo la proiezione della faccia i, L^ L, ; ora, supposto che gli s^ siano 
infinitamente piccoli, sarà L^L^L^ un'area infinitamente piccola dx, e 
condotta la normale alla stessa, si riguarderà come positiva la parte di- 
retta verso rmtemo del tetraedro, pertanto le facce concorrenti in A sa- 
ranno espresse per le (i), risultando le dx,, dx^, dx^ rispettivamente 
parallele ai piani coordinati x^Ox^y x^Ox^y x^Ox^. 

Isolato codesto tetraedro AL.L^L^ dal resto del sistema continuo 
5, sulle sue quattro facce si esercitano sforzi, che designeremo Tdy. sulla 
faccia L^L^L^y t rjdxj(/? = i, 2, 3) per le altre; aUa forza T sur- 
rogheremo -le tre componenti T, , T^, T^ secondo gli assi Ox^, e per 
le T^ relative alle facce concorrenti in A surrogheremo le rispettive com- 
ponenti secondo i detti assi, designandole T^^y in cui con ciascun va- 
lore I, 2, 3 di /? si assoderanno quelli di i = i, 2, 3, sicché per lo 
sforzo sulla dx^ si hanno le componenti r„dXj, r^^dx,, T^^dx, , e 
via di seguito ; di ogni terna di esse componenti Tuna è diretta normal- 
mente alla rispettiva faccia ti x^, e le altre due tangenzialmente alla stessa. 

Intanto, affinchè il tetraedro isolato resti equilibrato sotto le azioni 
dei cennati sforzi, bisogna che le somme delle rispettive componenti se- 
condo ciascun asse, prese coi segni competenti, fossero identicamente 
nulle, perciò devono sussistere le relazioni seguenti, cioè la prima 

r,dx= T„dx, + r,,dx,+ T^,d%^y 

ed altre due da questa deducibili con le sostituzioni circolari successive 
negl'indici (123), le quali tre equazioni, stante le (i), riduconsì alle forme 

(3) T, =Zrfc,afc, T, — ^T^,fL^y r, =ZT'w«fc> 

A ^ìn ciascuna esteso ad & == i, 2, 3; gli a^, pari agli oc. già defi- 
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nidy sono i coseni degli angoli, che la normale positiva alla faccia L^L^L^ 
forma con gli assi Ox-. 

Quest'equazioni (3) mostrano che T, , T^ , T^ sono funzioni lineari 
omogenee dei predetti coseni direttori a^ od a., inoltre dipendono dalle 
coordinate x. dell'elemento dx, e quando il sistema 5 è in moto queste 
coordinate e gli a. cangiano col tempo t; dunque le stesse T. in gene- 
rale sono funzioni di /, x, , x^ , x^ , a, , a^ , a^ . 

Si vedrà in altro luogo, in cui le (3) sortiranno da un'analisi più 
generale, che nelle componenti T^,. degli sforzi sulle facce tix^ si posso- 
no invertire i due indici h i, essendo pertanto T,, = T,, , T^^^ = T^^ , 
r,j = Tj,, e le (3) in conseguenza si possono scrivere 

(4) r. = Ir.,«„ r. = Zr,,«„ r, = lr,,.„ 

il 2! esteso in ciascuna ad i = i, 2, 3, e risolvendo le stesse rispetto 
agli a.y il determinante risolvente è simmetrico, cioè 
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Mediante le (4), poiché T^ = X ^i *i > ^^ ottiene per essa compo- 
nente normale 7^ della forza T la seguente funzione quadratica omo- 
genea dei coseni direttori dell'elemento dìf.: 

(5) r.= r„aj + r„aj+r3,a; + 2r„a,a, + 2r,3a,a3+2r3,a^a,, 

dal cui segno si rileverà se lo sforzo sul detto elemento sia una pres- 
sione od una tensione. 

È da notarsi intanto che, essendo l'accennato tetraedro infinitamente 
piccolo, le relazioni (3), (4), (5) devono sussistere egualmente al limite, 
cioè a dire le medesime hanno luogo tra lo sforzo che si esercita sopra 
un elemento superficiale qualsiasi ^x dintorno ad un punto A, e gli 
sforzi agenti sulle projezioni d x^ dello stesso elemento su piani condotti 
per A paralleli ai piani coordinati, considerati questi sforzi tanto nor- 
malmente alle projezioni dx^, quanto tangenzialmente. Essi, come si è 
rilevato, sono distinti in numero sei, cioè T,,, T^» ^jj> ^ia> -^ii» ^aj> 
e si denominano sfor:^i specifici al punto Ay dalle cui coordinate x^ i loro 
valori dipendono, sicché in generale sono funzioni di /, x, , x, , x^ . 

467. Quadrighe direttrici, elussoidi degli sforzi. — Allorché 
le cennate funzioni sono con precedenza conosciute, resta completamente 
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determinata la legge degli sforzi su i diversi elementi superficiali d x con- 
dotti per ^y e la stessa si può rendere sensibile con le seguenti costru- 
zioni geometriche, che rappresentano le direzioni, i sensi, e le grandezze 
di codesti sforzi, analogamente che riguardo ai momenti d'inerzia si è 
immaginata l'ellissoide d'inerzia (§ 164). 

Per A sieno condotti tre assi A^^(k= i, 2, 3) rispettivamente pa- 
ralleli agli OXj, e si dinotino ^^ le coordinate di qualsiasi punto riferito 
ai nuovi assi; ad un dato elemento superficiale diL passante per A sia 
tirata la normale positiva AN, t cosi determinati i coseni direttori a^, 
mercè la (5) si calcolerà la corrispondente componente normale T^ della 
forza T determinante lo sforzo, che si esercita sull'elemento dx; col va- 
riare d^li a,, in relazione al variare di tix, si conseguiranno le T^ cor- 
rìspondend ai vari elementi dintorno ad A. Se le medesime sieno posi- 
tive, con ciascun valore di T^ e sulla normale AN si prenda un seg- 
mento AQ determinato per la relazione 

(6) AQ=i:VT„ 

le coordinate del punto Q vanno perciò espresse da 

ij^ = <x.^:ff\ (* = i, 2,3); 

introducendo le stesse nella (5), e divisa poscia per T^ , si ottiene l'equa- 
zione 

(7) n.5:+r„5:+r„5;+2r„5.5,+2r.,5,5,+2r,.5,e.=i, 

che rappresenta una quadrica (Q) col centro in A, luogo di tutti i punti 
2, che sono l'estremità dei vettori definiti per la (6). Se delle T^ si 
hanno valori negativi, ad ogni valore di T^ si prenderà sulla relativa 
normale un segmento A Q determinato per la formola 

(8) AQ' = i:)/^:rr,, 

le coordinate di Q* essendo perciò espresse da 

5* = «i : ^— T, (* = I» 2, 3), 

che introdotte nella (5), divisa per — T^, forniscono l'equazione 

rappresentante un'altra quadrica (|20 ^^^ centro in Ay conjugata alla 
prima, e sulla quale trovansi tutti i punti Q' determinati per la (8). 

L'insieme di esse due superficie (7), (9) costituisce ciò che si deno- 
mina la quadrica dirdtriu. 

Ora, secondo le condizioni speciali del sistema continuo S in con- 
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siderazione, e secondo la posizione del punto A, potrà avvenire : i° che 
gli sforzi su tutti gli elementi superficiali d x dintorno ad A sieno pres- 
sioni» ed allora (^Q) sarà un'ellissoide reale, costituente la sola quadrica 
direttrice, e la (Q') non esiste; 2^ che gli accennati sforzi sieno ten- 
sioni, ed in tale caso la (0 non esiste, la ((20 unica quadrica diret- 
trice sarà un'ellissoide reale; 3*^ che degl'indicati sforzi siano in parte 
pressioni, ed altre tensioni, in quest'ultimo caso (Q) sarà un iperboloide, 
e (2') l'iperboloide conjugato, ambedue aventi lo stesso cono assinto- 
tico, col vertice in A^ rappresentato dall'equazione 

Se per brevità si dinota 2 9(«, , a^, a^) la funzione quadratica omo- 
genea (5) esprimente T^, dalle (3) risulta essere 

quindi l'equazione della quadrica direttrice può scrìversi 

(12) 2?($.,5„5,) = ±I. 

Si rileva d'altro canto che lo sforzo T^x sull'elemento dìL è nor- 
male al piano diametrale d della quadrica direttrice conjugato alla nor- 
male AN definita dagli a.; infatti, l'equazione di detto piano è 

Z^5- = «. 

ovvero, stante le (11), 

il ^ esteso ad i = I, 2, 3, la quale equazione dimostra appunto che 
l'indicato piano d è perpendicolare alla direzione della forza T, od altri- 
menti che lo sforzo T^x sia perpendicolare all'anzidetto piano diametrale. 

Se l'elemento £Ìx sia coincidente con uno dei piani principali della 
quadrica direttrice, la normale AN coincide con un asse principale, il 
piano diametrale d coincide con tix, e lo sforzo è perpendicolare ad esso 
elemento; pertanto dintorno al punto A vi sono tre elementi £{x su i 
quali gli sforzi sono normali, e questi perciò diconsi sforai principali. 

Si osserva infiine che, essendo le componenti secondo gli assi A^^^ del 
vettore AP rappresentante la forza T le stesse T,. espresse per le (4), 
risolute queste equazioni rispetto agli a-, risultano l'espressioni 

(14) «. = Z^ir,, cl, = Xb,t,, «, = Xc,r,, 

i sommatorl ^ estesi ad t = i, 2, 3, ed i coefficienti A^^ B., C- com- 
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posti con gli sforzi specifici 

sostituendo le stesse (14) nella ^ol]= i, viene l'equazione 

rappresentante un'ellissoide reale (£) col centro in Ay giacché il primo 
membro è positivo, essendo la somma dei quadrati delle (14), i coeffi- 
cienti £)„, Djj, ... ottenendosi mediante gli ^., 5-, C., perciò costi- 
tuiti con gli sforzi specifici (15); essa dicesi ellissoide degli sfornii. 

Quest'ellissoide (£), i cui semidiametri AP danno i valori assoluti 
delle forze T, e la quadrica direttrice costituiscono il sistema delle co- 
struzioni geometriche, che determinano le direzioni, i sensi^ e le gran- 
dezze degli sforzi sugli elementi superficiali (ix dintorno al punto A; 
infatti, assegnato un elemento (/x, e tracciata la normale positiva AN 
allo stesso, si riconoscerà se la medesima incontra in un punto Q la 
quadrica (j2)> ovvero in Q' la quadrica (2'), ed in corrispondenza si 
avranno 

colla stessa AN si determina il piano diametrale d sopra indicato della 
quadrica direttrice, e la perpendicolare tirata da A ad esso piano dà la 
direàone della forza T, la cui grandezza si può conseguire prendendo 
sulla stessa direzione il punto d'incontro con la perpendicolare elevata 
dall'estremità delLi componente T^, ovvero adoperando l'ellissoide (£) 
tirando il semidiametro AP parallelo alla predetta direzione già nota 
della stessa T* 

Osservazione. — Tutto ciò che nel presente § e nei precedenti 465, 
466, si è svolto in riguardo agli sforzi interiori del sistema, si applica 
con le debite Umitazioni agli sforzi superficiali dello stesso, cioè a dire 
alle forze agenti sugli elementi della superficie <y che lo limita, surrogan- 
dosi alle designazioni da, Q le analoghe Jx, T, con le loro conseguenti ; 
perciò valgono pure per gli sforzi superficiali le relazioni (4) del § 466 
esprimenti le componenti dello sforzo unitario T agente sull'elemento 
d(j^ in dipendenza dei relativi sforzi specifici (15) e dei coseni direttori 
a,, della normale a d (t ; avvertiamo però che nelle applicazioni surroghe- 
remo soltanto 2. Q h designazione T con le rispettive conseguenti. 

468. Relazioni fra gli sforzi interiori e gli elementi di de- 
formazione. — Per le precedenti determinazioni si è considerato il siste- 

F. CALDAKBaA. — Micctmic; voi. III. la 
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ma continuo nello stato seguente alla sua deformazione, ed in equilibrio 
sono date forze esteriori, onde rilevare gli sforzi interiori derivanti dalle 
scambievoli azioni molecolari in ciascun punto della sua massa ; ora dob- 
biamo considerarlo nello stato di subire successive deformazioni, sup- 
poste sempre piccolissime, e dovute al variare delle forze esteriori agenti 
sullo stesso, affine di mettere in relazione gli sforzi interiori prodotti in 
ciascun punto con le componenti di deformazione di un elemento infi- 
nitamente piccola costituente un intorno allo stesso punto. 

Stato naturale del sistema. — Dicesi staio naturale del sistema la 
configuratone che egli ha quando gli sforzi interiori in tutti i suoi punti 
sono nulli, non già che le forze molecolari (attrazioni o ripulsioni scam- 
bievoli) nello stato anzidetto fossero tutte nulle secondo la ipotesi di 
Lagrakge, giacché potrà avvenire che esse forze cumulativamente si fac- 
ciano equilibrio, non derivandone perciò sforzi interiori, senzachè le 
medesime siano separatamente nulle. É evidente d'altro canto che quando 
non vi sono forze esteriori, il sistema trovasi allo stato naturale, dap- 
poiché gli sforzi interiori derivano dalle forze molecolari in dipendenza 
delle forze esteriori tendenti a deformare il sistema ; ma la reciproca non 
é sempre vera, come appunto succede allorché le distanze scambievoli 
tra i punti del sistema deformato sotto l'azione di forze esterne abbiano 
oltrepassato il raggio di attività molecolare, e non é mica in queste con- 
dizioni eccezionali, cioè d'essere nulle le forze esteriori, che si assume 
come naturale lo stato del sistema. Secondo Poincaré (Lezioni sull'E- 
lasticità, 1892) si può considerare come stato naturale di un sistema uno 
stato d'equilibrio costretto qualunque, ottenuto per l'azione di certe for- 
ze, e supporre che il sistema si deformi a partire da tale stato, appli- 
candovi nuove forze. 

Ciò posto, immaginiamo che il sistema dallo stato naturale, in cui 
gli sforzi specifici sono tutti nulli, si deformi per la sopraggiunta di nuo- 
ve forze esteriori, in guisa che ciascun punto subisca uno spostamento 
infinitamente piccolo, perciò le coordinate x. del punto A, spostandosi 
in A' diventano 

x; = x,. + u. 0=1,2, 3). 

essendo u. le componenti secondo gli assi coordinati Ox. dello sposta- 
mento AA' = Uy le quali per come fu osservato nel § 444 devono es- 
sere funzioni delle x^ uniformi, finite e continue, assieme alle loro de- 
rivate parziali prime e seconde. 
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Nella novella configurazione del sistema gli sforzi specifici (15) non 
sono più nulli ed invece, come si è rilevato nel 5 4^69 all'istante con* 
siderato t sono funzioni delle x. e t. Intanto l'intorno al punto Ay che 
si può considerare come un insieme di elementi superficiali infinitamente 
piccoli, nello spostamento dintorno ad A' subisce una deformazione, le 
componenti della quale, ossia le funzioni caraneristiche e., \. (i=i, 2, 3), 
sono espresse per le (4) del ^ 445, con le rispettive conseguenti; gli 
sforzi specifici (15) devono evidentemente dipendere dalla deformazione 
dell'intorno di A sposandosi in A\ non mica dalle deformazioni di tutti 
gli altri elementi del sistema, in conseguenza codesti sforzi specifici, e di 
seguito gli sforzi interiori J., rispetto ad A devono essere funzioni 
ddle predette e,., \y cioè a dire si hanno 



••aj ^^ftiK^ty *a> *3> \> \> \)- 

Sviluppando queste funzioni in serie mercè la formola di Maclau- 
RiN, tenendo in riguardo che nella specie mancano termini tutti noti, giac- 
ché gli sforzi allo stato naturale del sistema sono nulli, inoltre che es- 
sendo le e^ , X,. quantità piccolissime, si possono trascurare tutte le parti 
deUa serie, che dipendono da potenze di esse quantità superiori alla pri- 
ma, o dai loro prodotti, pertanto si conseguono le sei seguenti espres- 
sioni lineari omogenee nelle e.y \: 

T„ = A„t, + 5„«. + C,.e, + D„\ + £„X, + F..X,, 
(17) { ^» = ^"'' + ^"'» + ^»'' + ^»'^' + ^"^' + ^"^' 

i coeflScienti A^^, fi„ , . . . , F , in numero 36, dipendono dalla costi- 
tuzione del sistema continuo dintorno al punto Ay e quindi in generale 
sono funzioni delle coordinate x. di esso punto, e del tempo / quando 
il sistema è in movimento. 

469. Sistemi omogenei isotropi. — Nel ^ 452 si osservò che allor- 
quando nelle deformazioni infinitesime successive di un sistema continuo 
S, le sei componenti e., \ si mantengono costanti, perciò indipendenti 
dalle coordinate x. del punto preso in considerazione, e ciò tanto in tutti 
i punti di una deformazione individualmente considerata, quanto nelle 
successive, la deformazione dicesi omogenea ; ora, supponiamo trattarsi di 
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tale specie di omogeneità, che non solo le componenti e., X. si conser- 
vino costanti, ma sibbene che i coefficienti nelle (17) rimangano costanti 
per qualsiasi elemento superficiale <ix, sicché dintorno ad ogni punto 
del sbtema gli sforzi specifici abbiano i medesimi valori; supponiamo i- 
noltre che alio stato naturale la costituzione del sistema attorno di cia- 
scun punto sia la stessa in tutte le direzioni, perciò simmetrica per rap- 
porto ad ogni piano passante per quel punto, nel quale caso il sistema 
dicesi isotropo. 

Allorché il sistema sia omogeneo, come sopra specificato, ed isotro- 
po, il numero dei coefficienti distinti nelle (17) si riduce a due soltanto. 
Infatti, che si tratti per es. della determinazione di T,,, sforzo specifico 
diretto secondo Ox, , perciò normale all'area d\ in piano parallelo ad 
XjOjc^(§ 466), la projezione a, dello spostamento essendo normale a 
dxj , ha carattere distintivo delle due projezioni u^, u^, che hanno rispet- 
tive caratteristiche identiche; donde deriva dover essere il coefficiente di 
€, , che designiamo ^, distinto dal coefficiente comune ad e^, e , che 
dinotiamo B; parimenti, per la stessa ragione il coefficiente di \, che 
dinotiamo 2C, dev'essere distinto dal coefficiente comune a \, Xj,che 
designiamo 2D; pertanto l'espressione dello sforzo specifico in conside- 
razione assume la forma 

du du àu^ { du^ du \ 

r„ = ^ -p- + B^ + B^ + c(-p^ + -P-) 

le stesse osservazioni valgono per gli altri sforzi (15), sicché dinotati 
Ey F, G, H altri coefficienti diversi dai notati Ay 5, C, D, possiamo 
porre per l'ultimo 

Si osserva d'altro canto che, atteso la costituzione del sistema d'es- 
sere simmetrica rispetto ai piani coordinati $,-/i$,, Sa-^S,, Sj-^S,, l'e- 
spressioni degli sforzi T^,, T^^ deduconsi dalla r„, e quelle di T,,, 
r, , o r^, , Tj, , derivano da quella di T^^ mediante le sostituzioni 
circolari successive nel gruppo (123) degl'indici; inoltre che i riferiti 
valori di r„, T^^ devono rimanere inalterati, cambiando segni ad un 
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tempo alle x, , u^, risultandone in conseguenza l'eguaglianze 

du du àu^ I du. du \ 

ax, ' dx^ ' dx^ ' \^*2 »^3/ 

dtt dtt ^«, ^/^", . du \ 

ax, * dx^ ' dx^ * V^^a ^*3/ 

dtt dtt dtt, / du^ du \ 

dx, ' dx, ' dXj ' \fl^a «^3/ 

donde si rileva essere identicamente D = Oy H=o, e pertanto si hanno 

^^^-^ dx, +^\dx,^ dxj^^\dx,^ dxj' 
Intanto, considerati due casi speciali, nei quali gli spostamenti u^ sono 
date per le relazioni 

(a) a, = 0, », = o, u^=zhx^, 

(b) u, = — *x,X3 , u, = *x, X3 , Uj = o, 

essendo /?, Jfc costanti (confr. Lamé, Teoria dtlV Elasticità, ediz. 2*, le- 
zione 4*), pel primo dei quali vengono T,, = Eh, T^^^=- Fh, e poi- 
ché devono essere T,^ = 7,^ = 0, come ha dimostrato lo stesso Lamé, 
risultano £ = f = o ; nel secondo caso poi, cioè con le (i), si ha 
r„ = CÉx, , ed essendo, secondo Lamé, T,, = o, viene C = o; a- 
dunque si hanno 

^.. = ^tI: + «fé + ^) = *ii^ + (^ - *)7^. 



'-..=<^fé+4^). 
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ovvero^ stante respressione O del coefficiente di dilatazione cubica, (i 9) 
del § 448, e poste 5 = X, A — 5 = 2 p, si ottengono pei primi tre 
sforzi specifici l'espressioni 

e per gli altri tre, poiché come ha dimostrato Lamì è G = [ji., vengono 

(19) { . 

X e [Ji. sono due costanti, che caratterizzano il sistema omogeneo isotropo^ 
ed in alcuni casi anche un solo di essi coefficienti ne dà la caratteristica ; 
nei fluidi perfetti per es. mtti gli sforzi interiori tangenziali sono nulli, 
perciò dev'essere [a = o. 

470. Forze elastiche. — Allorché in un corpo solido (non rigido) 
cosdtuente sistema continuo, che siasi deformato sotto l'azione di forze 
esteriori, si sviluppano sforzi interiori tendenti a rimetterlo allo stato 
primitivo, il corpo dicesi solido elastico, e gli accennati sforzi diconsi 
forxj^ elastiche. Quando le forze esteriori hanno cangiato troppo le po- 
sizioni relative dei punti materiali componenti il corpo, o per l'eccessiva 
loro grandezza, o perchè abbiano lungamente esercitata l'azione defor- 
matrìce, il corpo si arresta in quella tale deformazione, che dicesi per- 
manente. La più grande intensità o la più corta durata dello sforzo e- 
sterno, onde non succeda deformazione permanente, sarà di misura al 
limite della elasticità del corpo in considerazione, e questo limite non è 
realmente mai nullo. 

D'ordinario si tratta di casi, in cui le forze deformatrici sono assai 
piccole, sicché le deformazioni sieno infinitamente piccole, e nei quali 
perciò la distribuzione interiore degli sforzi é legata a quella delle de- 
formazioni. La deformazione di un corpo solido elastico, ossia le varia- 
zioni delle distanze scambievoli tra i punti materiali che lo compongono, 
entro certi limiti, danno nascimento a forze elastiche, che colle variazioni 
di distanza tra i detti punti nascono, crescono, decrescono, e si annui- 
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lano, e sono pertanto in dipendenza recìproca secondo certe leggi, Io 
studio delle quaU costituisce la teoria matematica dell'elasticità dei solidi. 

n problema fondamentale di questa teorìa è di esprimere gli sforzi 
interiori in ciascun punto del corpo deformato in funzione degli elementi 
caratterbtici della deformatone, affine di dedurre l'equazioni dell'equili- 
brio o dì movimento del sistema sotto l'azione di date forze esteriori; 
il primo obbiettivo è dunque di determinare in ciascun punto del sistema 
deformato i valori degli sforzi specifici, conoscendosi la deformazione 
del sistema. 

Alle forze elastiche quindi sono applicabili e formole e tutto quanto 
si è rilevato intorno agli sforzi interiori dei sistemi continui in genere 
(SS 4^5 ^ ^gO> i" conseguenza valgono per le stesse le formole (4) 
del § 466, e le altre susseguenti ; se poi il corpo elastico sia omogeneo 
isotropo, per le (1-8), (19) del § prec. si hanno l'espressioni determi- 
nanti le forze elastiche in ciascun punto, e le componenti di deforma- 
zione del corpo. 

471. Potenziale delle forze elastiche. — Quando un corpo e- 
lastico si deforma, le forze interiori tendono a fargli riprendere la for- 
ma primitiva, le quali forze dipendono dalle posizioni relative dei punti 
del sistema ; in questo ritorno ad uno stato d'equilibrio stabile, al quale 
intervengono unicamente le forze elastiche, il potenziale o lavoro ese- 
guito dalle medesime dev'essere un massimo, né può dipendere dalle in- 
finite configurazioni, che va prendendo il sistema per raggiungere l'equi- 
librio, e dipenderà soltanto dalle configurazioni estreme, iniziale e finale ; 
quindi, rappresentato con UdS il potenziale relativo all'elemento ^5 del 
sistema, particella intorno ad un punto A determinato dalle coordinate 
x.y si può ritenere che il potenziale unitario U sia funzione uniforme 
e continua delle e., X., funzioni anch'esse uniformi e contìnue delle x., 
le quali caratterizzano la deformazione del detto elemento d S^=dx^ dx^ dx^ ; 
in conseguenza, distinguendo con l'indice zero le quantità relative allo 
stato iniziale, si ha per la formola di Maclaurin 

ì primi quattro sommatorì ^ estesi ad t = i, 2, 3, quello che pre- 
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c^c 1 1 — J^ I h \ v^ esteso dando al gruppo h k degrindici tutte le 

combinazioni binarie con ripetizioni dei numeri (123), e cosi via dicendo 
degli altri termini seguenti non resi espliciti. 

Intanto, essendo per lo stato iniziale C/^ = o, e poiché la funzione 
U dev'essere un massimo coi valori evaniscenti delle t-, \, bisogna che 
sia nulla la sua prima variazione, ed essenzialmente negativa la sua se- 
conda variazione; inoltre osservando che la medesima è funzione uni- 
forme e continua delle e., \y atteso la piccolezza di esse quantità si 
potrà trascurare nella serie i termini di terzo ordine, e di ordini supe- 
riori ; pertanto si può ritenere per la stessa funzione 

risultando d'essere 2 U una forma quadratica omogenea, essenzialmente 
negativa, delle componenti e,. , \ della deformazione, che possiamo scrì- 
vere 

^^""^ ) _2(D.X,+D.X,+D,X,)e -2(£.X.+£,X,+È,X,X 

i ventuno coefficienti i5„, jB^^, . . . , F^, nel caso di omogeneità del si- 
stema sono costanti in tutto il corpo. 

472. Corpi isotropi. — Se il sistema elastico ha un piano di sim- 
metria, preso questo per uno dei piani coordinati, supponiamo pel piano 
x^Ox^y il potenziale U non cangerà di forma, se si cangia x, in — x, , 
ed a, in — u,, perciò X^, X^ in — X^, — X^; in tale caso, stante l'e- 
guaglianza derivante dalla (20), bisogna che siano nulli gli otto coeffi- 
cienti 

rbulundone per 2 U l'espressione 

( 2 17 = - (5..EJ + B„6: + £„£; + 25..e.e, + a^.,^, + 25„£,e.) 

(21) _(c..x:+c„x:+c„x;+2C.,x.x,) 

f -2ÌD,t,-\.E,t,-\-F,t;)\. 

Se poi lo stesso corpo ha due piani di simmetria ortogonali, pren- 
dendoli per due dei piani coordinati, x^Ox^, x^Ox^y il potenziale U 
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non cangerà di forma col cangiamento di x^ in — x, e di jc^ in — x^y 
quindi cambiando segni rispettivamente alle terne («, , \ , X^), (u^ , X ^ , X J, 
bisogna pertanto che sieno nulli i dodici coefficienti 

Cia> C^jy ^31» A» ^i> Pi 0=1, 2, 3); 

in tale caso esiste altresì un terzo piano di simmetria perpendicolare 
agli anzidetti, il piano x^Ox^, e l'espressione di 3 C7 va semplicemente 
ridotta alla 

Allorché il corpo, invece di un piano di simmetrìa, ha un asse di 
simmetria, che presenta perciò il carattere della cosidetta isotropia incom- 
pietà, Tespressionc del potenziale unitario dell'elasticità comprende sol- 
tanto cinque dei coefficienti precedenti alle componenti di deformazione, 
espressione che andiamo a stabilire, riportando un processo elegante del 
Beltrami, da lui svolto in una Nota Fisico-matematica inserita nei Ren- 
diconti del Circolo Matematico di Palermo (t. HI, 1889, pag. 67 e seg.). 

Stabilendo nel § 44^ l'equazione (12), le cui radici determinano le 
tre dilatazioni principali di una particella di un sistema continuo din- 
torno ad un punto di date coordinate, si osservò essere invarianti, per- 
ciò indipendenti dalla scelta degli assi di riferimento, i coefficienti di essa 
equazione costituiti con le componenti di deformazione, ossia l'espressioni 

vale a dire sono esse quantità, che non cambiano di valori in ciascun 
punto del sistema, qualunque sia la terna ortogonale di assi di riferi- 
mento. 

Supponiamo che la direzione dell'asse distinto di elasticità sia presa 
per l'asse Ox^, ed ordiniamo come segue rispetto ad e i tre invarianti 
anzindicati, scrivendo cioè 

(«. + O + S, («.«. -^\\-\\- Xp -t- (e. 4. eje,, 

si riconosce immediatamente che quando, rimasto fisso l'asse Ox , si 
spostano gli altri due, rimangono invariate non solo la quantità e di- 
latazione arbitraria nel senso dell'asse fisso, ma eziandio ciascuna dell'e- 
spressioni seguenti : 

F. Caldakbea. — Mtcfnica, toI. 111. 13 
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abbandonata rultima, che è di ordine superiore al secondo, e semplifi- 
cando la seconda per mezzo della terza» si hanno quattro espressioni di 
primo e di secondo grado, cioè 

«. + «.. «,. «.«.->;, >:+>:. 

che non cambiano valori nella trasformazione, e colle quali si possono 
formare cinque, e non più, espressioni linearmente indipendenti, di se^ 
condo grado, e dotate della stessa proprietà, cioè a dire 

Sommando queste cinque espressioni, moltiplicate per altrettante co- 
stanti Ay Bj C, — Df Ey si ottiene l'espressione cercata 

(23) _ i;=^(c,+eJ'+£(e.+e>,+C6;+i)(X;-e.e.)-|-£(^»+XD 

del potenziale unitario di un corpo elastico dotato d'isotropia incompleta, 
nella forma più convenevole. Né si. può dubitare che questa forma non 
sia la più generale possibile, se si riflette che i nove coefficienti, come 
nella (22), della U pei sistemi dotati di tre assi distinti di elasticità, si 
riducono già a sei, quando due di questi assi sono fra loro permutabili, 
e che l'ulteriore restrizione, inclusa nel concetto dell'isotropia incompleta, 
deve assorbire almeno uno di questi sei coefficienti. 

Infine, se il corpo sia dotato di due assi ortogonali d'isotropia, sic- 
ché ^ia completamente isotropo, cioè che le sue proprietà elastiche si 
manifestano con eguale intensità in tutte le direzioni, poiché in tale caso 
si può fare subire contemporaneamente alle e^ , \ nella (23) le permu- 
tazioni circolari successive negl'indici (123), e ne deriva in conseguenza 
l'equazione 

+ C(e; - O + D(\l - XJ + e^e, _ e,0 + E(l] - X;) =0, 
la quale resta identicamente verificata poste 

C = A, B = 2A — D, E = D, 
e con dò la stessa (23) si commuta in 

= (^-i.Z))(.. + ., + e,y 

+ tH*' + < + «t + ^K + 2K + 2x;), 

od anche 

(24) u = - xe* - iL(t\ + e: + ti + 2x: + 2x: + 2x;), 



J 
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poste ^ = X 4" p-, D == 2 (A, ed essendo © = X ®i ^ coefficiente di di- 
latazione cubica (§ 448)» X e p. costanti. 

La stessa espressione si può dedurre dalla (22) osservando che, 
atteso le cennate sostituzioni circolari negl'indici (123) delle e^, \, si 
hanno l'eguaglianze 

quindi ponendo 

5„ = 2X + 2(1, 5,, = 2>, C„ = 4(1, risulta la (24) *)• 

n. — Equilibrio e movimento dei sistemi continui. 

473. Equazioni D'Eaun-iBRio dei sistemi continui in genere. — 
Ricordiamo il teorema fondamentale del § 443, cioè : In un sistema con- 
tinuo qualunque in equilibrio in movimento, le for\e esteriori (joriie di- 
rettamente applicate ai vari punti), e le for:(e dHnerzia in ciascun istante 
del movimento, verificano le sei equaTJoni d'equilibrio (2), (3) de/ § 234 
relative alle forzfi agenti su di un solido rigido. 

Nel § 464 fu rilevato che le forze esteriori agenti su di un siste- 
ma continuo in genere si ripartiscono in due cat^orie: i* — Forze di 
massa, ossia le forze che agiscono su i vari elementi del volume del si- 
stema, talché dinotato dS W. volume di una particella, od elemento din- 
torno ad un punto A fissato di posizione dalle coordinate x,-, dm la 
massa e p la densità media, la forza, o risultante delle forze allo stesso 
elemento applicate, va designata Fdm =z FfdS, essendo F la misura 
della forza riferita all'unità di massa, le cui componenti secondo gli assi 
coordinati si designano X^; quindi si hanno per le componenti di detta 
forza 

X.dm = X.fdS (i=i, 2, 3), 

e pei momenti della medesima, rispetto agli assi Ox,, Ox^, Ox , 

(*.x, - *,xjpds, (x^x, - x,x;)fds, (*.x, - *.x.)pds. 

2* — Sforzi superficiali, cioè le forze agenti sugli elementi della su- 
perficie <T limitante il sistema, e che per un elemento qualsiasi d <t, defi- 
nito da date coordinate x,., si designa per Qd<T, essendo Q la misura 



*) Per alcune considerazioni complementari confr. Cbsàro, Introdu^wne alia 
Tioria matematica dàlV Elasticità, pag. 33 e seg. 
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dello sforzo rapportato all'unità di superficie; quindi dinotate Q^ le com- 
ponenti di esso sforzo Q secondo gli assi coordinati, quelle di (2^^> 
ovvero di T,dc (osservazione in fine del § 467) sono 

Qidc= T.dG (1=1, a, 3)» 

ed i momenti dello stesso rapporto agl'indicati assi sono espressi per 

(x, r, — x^ Tòà^y (^, r, — X, T^)dfs, (x, T, — x, r,)d<i. 

Ora, eguagliando a zero la somma delle componenti secondo cia- 
scun asse di tutte le forze di massa e degli sforzi superficiali, e dei ri- 
spettivi loro momenti, in corrispondenza alle succitate (2), (3) del § 
234, si ottengono le seguenti sei equazioni d'equilibrio dei sistemi con- 
tinui in genere, cioè le prime tre 

(i) Jx,fdS + jT,d<7 = o (« = 1,2,3). 

la quarta 

(2) £ix,X, - Jc,XJpd5 + Jix, r, - X, T,)d<T = 0, 

ed altre due da questa deducibili con le solite sostituzioni negl'indici (123); 
gl'integrali tripli designati / vanno estesi a tutto ii volume S del siste- 

r 

ma, e gl'integrali doppi dinotati 1 si estendono a tutta la superficie <r 

limitante il sistema. 

Specificando i secondi integrali delle (i) mercè le (4) del 5 4^^> 
si ha da considerare in primo luogo l'integrale 

ed altri due da questo deducibili mediante le indicate sostituzioni negl'in- 
dici (123). D'altro canto, adoperando il teorema di Green, formola (5) 
del § 440, con osservare che le T^,. sono funzioni uniformi e continue 
delle X., e cambiano segni gli a., giacché presentemente con a,, inten- 
diamo i coseni degli angoli, che le normali interne alle d <t formano con 
gli assi coordinati, si ha 

in conseguenza, per la prima dell'equazioni (i), cioè con i ^ i, viene 



/ 
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e poiché la scessa deve avere luogo qualunque sia il volume S del si- 
stema che si considera, l'elemento differenziale sotto il segno / dev'es- 
sere nullo, pertanto con l'eguagliare a zero il medesimo, e gli altri due 
dallo stesso conseguenti con le succennate sostituzioni negl'indici (123), 
per le sudette prime tre equazioni d'equililnrio (i) specificate abbiamo: 

P ' dx, ^ dx, ^ dx/ 

dT dT ^^it 

le quali devono valere per qualsiasi punto del sistema, e perciò si dicono 
l'equa:^iani indefinite d'equilibrio. 

Trasformando analogamente il secondo integrale dell'equazione (2), 
da prima mercè le citate (4) del ^ 466 si ha 

j^ [(^a ^.3 — ^, ^x.) «. + (^. ^a, — ^, ^a J «a + (^a ^33 " ^3 ^ l^ «J ^ ^> 

e stante la formola di Green sopra citata, con le osservazioni già e- 
spresse per le funzioni T^^^ e dei segni precedenti agli a., viene 

=Js L d^. + dJ. + d7^ — ^J^^' 

in conseguenza per la suddetta equazione (2) si ottiene 



/[ 



dXj dx^ dx 



\dS=o, 



ed es^uendo le dìflferenziaàonì cennate risulta 
rr / dT^^ dT^j dT\ 

ma stante le anziriferite ( j) i moltiplicatori di x^j x^ sono nulli, rimane 



f 
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dunque 

pertanto dev'essere 

Maneggiando similmente le altre due equazioni conseguenti dalla 
(2) con le sostituzioni negl'indici (123)9 si perverrà all'^uaglianze 

che sono pure deducibili dalla (a) mercè le ricordate sostituzioni circo- 
lari negl'indici (123), e le medesime di unita alla stessa (a) dimostrano, 
come fu menzionato nel § 466, che nelle indicazioni degli sforzi speci- 
fici Tj, , Tjj, T si possono scambiare i due indici, perciò a luogo delle 
relazioni (3) di quel paragrafo, si ritengono le seguenti 

(4) j T, = r,,a, + r,,a^ + r,3«3, 

f T = T a -4- T QL -4- T a • 

\ "^ i — "^31*11^ •*3a*al^ 33 J* 

che costituiscono tre equazioni d'equilibrio, le quali valendo soltanto pd 
punti della superficie <r, diconsi l'equazioni ai limiti, e le medesime di 
unita alle surriferite (3) formano il complesso delle sei equazioni neces- 
sarie e sufficienti per l'equilibrio di un dato sistema continuo in genere. 

474. EauiLiBRio ELASTICO, — L'equazioni d'equilibrio dei sistemi con- 
tinui deformabili, al pari che pei sistemi rigidi, si possono ricavare dal- 
l'equazione unica dei lavori virtuali, esprimente cioè che in un moto vir- 
tuale del sistema il lavoro di tutte le forze agenti sullo stesso dev'essere 
nullo; ciò riesce più opportuno pei corpi elastici, in riguardo ai quali, 
oltre delle forze esterne, forT^e di massa e for:^t applicate alle superficie, 
devonsi mettere a calcolo le for^e elastiche. A tale oggetto è da conside- 
rare che, quando il corpo deformabile ha raggiunto la configurazione 
definitiva, la configura:(ione d'equilibrio, ogni suo punto dalla posizione 
data dalle coordinate x. passa ad altra di coordinate x. -j- u. , subisce 
perciò nel moto virtuale del sistema uno spostamento misurato dalle varia- 
zioni S u^ ; pertanto il corpo in detto moto compie un lavoro, di cui la 

parte dovuta alle forze di massa va espressa per 1 ^X^^u^^dS, quella 
degli sforzi alla superficie data dall'integrale / Z^T.iu.dc^ e per le 
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forze elastiche determinata dalla variazione ^ 1 UdS dèi potenziale U 

considerato nel § 471, che succede nel moto virtuale; sicché dal princi- 
pio sopra rammentato deriva per Tequilibrio di un sistema elastico l'e- 
quazione unica 

(5) fl,Xi^^i?dS+ fXTi^^ià<' + ^fudS = o, 

Js Jo J S 

i sommatori ^ nei due primi integrali essendo estesi ad t = i, 2, 3. 
Intanto, a rendere esplicite le Su. nella variazione del potenziale, 
si osserva essere U funzione uniforme e continua delle componenti di 

deformazione e,., X. del sistema, quindi si ha, estesi i sDmmatori ^ 
ad ì = I, 2, 5, 

d'altro canto si osserva, essendo e. = -i-^, che 

e commutando nell'ultimo membro il primo integrale in integrale di su- 
perficie mercè la formola (3) del § 439, e l'osservazione fatta intorno 
aUa specificazione dei secondi integrali nelle (i) del § 473, si ha 

a^ essendo i coseni direttori della normale interna 2. da rispetto agli assi 
coordinati; pertanto risulta 

dalla quale espressione ne derivano tre posto i = i, 2, 3, e di seguito 
viene 

Con riguardo all'espressioni delle \ , (4) del § 445, si ottiene simil- 
mente 
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e commutando il primo integrale di quest'ultimo membro da integrale 
di volume in integrale di superficie, per cui si ha 



=-X 



I dU 



risulta 

da questa espressione se ne traggono altre due mercè le sostituzioni 
circolari successive negl'indici (123), e di seguito si ottiene 

/ r^dU 



x^^-. 



dS 



('O 



/•ir/ d dU . d dU\^ , / d dU , d dU\^ 

la cui somma con la (e) ài la variazione il UdS. 

Introdotte le stesse (e), {d) nell'equazione (5), indi riunendo ì vari 

termini in due gruppi sotto i segni d'integrazione / , 1 ^ ordinando 

quelli di ciascun gruppo secondo i fattori Stt, , Su^, iu^y e poiché que- 
ste variazioni sono affatto tra loro indipendenti, annullando i ricettivi 



\ 
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coefficienti in ciascuno dei due cennati gruppi sotto i simboli / , / , 
si ottengono le s^uentì sei equazioni d'equilibrio di un sistema elastico : 

P • ~ dx, dt^ + 2 dx^ d\ "*" 2 dXj dX, ' 

W S P^. - 2 dx, d\ ■•" dx, de, "^ 2 dx^ d\ ' 

_ j d dU . I d dU . d dU 

P ' — 2 dx^ d\ "^ 2 dx^ d\ "*" dx^ dt^ ' 

^■~ de. *'+ 2 dx/'~*" 2 dX, *'' 
^ . , ^ i dU , dU , i dU 



a. 



2 dXj '^ de, '^2 dX, 5' 
i dV . 1 dU . dU 



^, = -:r ^7^- «. + -r :rr «. + 



a. 



^ 2 d>., '^ 2 dX^ '^ de^ 3* 

le prime tre estendendosi a tutti i punti del sistema sono l'equazioni in- 
definite, le tre ultime riferendosi ai punti della superficie <t costituiscono 
l'equazioni ai limiti; ed è ovvio di osservare che dall'una equazione, in 
ciascun gruppo (6), (7), possono dedursi le altre due con le solite so- 
stituzioni negl'indici (123). 

Quest'equazioni (6\ (7) corrispondono alle (i5)> (16) e conse- 
guenti del § 27 ly con designazioni differenti, stante l'uso fatto delle coor- 
dinate curvilinee. 

475. Sistemi elastici isotropi. — - Allorché il corpo è completa- 
mente isotropo, il potenziale unitario U delle sue forze elastiche è espres- 
so per la (24) del § 472, dalla quale si deducono i seguenti coeflicienti 
differenziali 

^^ dU dU 

(0 -^ = — 2Xe — 2(Ae., _ = — 4(^V (*=i, 2, 3), 

per cui mezzo dalla prima equazione (6) viene 

(/) pX, = -2X^-2(.(^ + ^; + ^j, 

ma stante l'espressioni (4) del § 445 si ha 

dx,^ dx^^ dx^~ 2 "^ 2 d*.' 

F. CAi.DAftx&A. — Meuémea, yoL III. 14 
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essendo ia generale 

(g) ^«' = 71Jf + 1^ + 71^ (« = «.». I). 

risulta quindi per la (/) la seguente equazione, e daUa stessa deducen- 
done altre due mercè le sostituzioni negl'indici (i23)> si ottengono pei 
sistemi isotropi le tre equazioni indefinite d'equilibrio espresse come segue: 

pX. + (2X + (i) jj^ + ftAtt. = o, 
(8) ^ pX, + (2X + jt)^ + ^i.^u, = o, 

pXj + (2X + fi)^ + (Ada, = o. 

Queste stesse equazioni assumono altre forme, introducendovi le 
componenti di rotazione di ciascuna particella nella deformazione del si- 
stema, (5) del § 445, cioè 

— JL (ih _ laA — JL lÈJh _ ^\ 

'^'~ 2 \dx, dxj' '^'~ 2 \dx^ dxj' 

— J_ (Eh _ ^<*« \ 
infatti, possiamo scrìvere la prima (8) 



ed essendo 



H""'-^) 



dx 2 V*^*, <'*t/ dx^ i\dx, dxj dx dx^' 
risultano dunque per la detta prima (8), e per le altre due da essa con- 
s^uenti con le sosdtuzìonì negl'mdid (123), 

VI rt I ^dB , (d<ù^ d(ù\ 



3 



Allorché le forze di massa sono nulle, perciò le X^ = o, le (8) ri- 
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duconsi alle ^ 

ovvero, designata 5 una costante talché 5 = ^ h i, si hanno sem- 

plicemente per dette equazioni 

(io) a», +5-7- = = 1, 3, j); 

sotto le. quali forme sono state adoperate dai Sig/ Cosserat nella determi- 
nazione della deformazione infinitamente piccola di un ellissoide elastico 
(Comptes rendus, t. CXXVII, 1898, p. 315). 

In quanto all'equazioni d'equilibrio ai lìmiti nel caso dell'isotropia, 
dalle (7) atteso le (e) si ottengono 

/ r. + 2Xe«. + 2{A(e.«, + X,«, + \a,) = o, 

(h) j r. + 2Xea. + 2(.(X,«. + e,«, + X,a,) = o, 

f r, + 2Xeaj + 2ft(X,a, + \a, + ej«,) = o, 

e poiché si ha 

I / du, , du, , du, , -e- dUi \ i ( du, , du,\ 

altresì 

giacché designata i^^ la projezione dello spostamento u sulla normale a 
J ff dal lato positivo, viene %^=^ u. a . , perciò -j— ^ = ^ "j^i > ^^^" 

tre dinotato dn nn elemento della detta nortnale a ^ <t, si ha a . =zz -j^ , 

ufi 

quindi 

dx, ' ' dx, * ' flJfj * ^^ dXf dn dn* 

dinotata -7-^ la derivata di fi. presa secondo l'anzidetta normale; in con- 
ati ' ^ 

s^é&za, dietro le solite sostituzioni negl'indici (125), dalle (i!^) risulta- 
no le dette equazioni ai limiti nelle due forme seguenti: 
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_ /du ^^A 

T, + 2^ea, + 2fi^^' + «,«. - a>,a, j = o, 

(12) < T, + 2Xea, + 2|i^-^* + w.a^ - w,«,j = o, 

(du \ 

476. Teorema di Betti sui corpi elastio. — Sieno u. , u. le pro- 
jezioni sugli assi coordinati Ox. degli spostamenti di un qualsiasi punto 
di un corpo elastico, che si sposta e prende le corrispondenti configura- 
zioni sotto l'azione di due sistemi di forze esterne (X^, T.), (X|., T!), 
rispetto alle quali sieno U, U' i potenziali unitari delle forze elastiche; 
le condizioni d'equilibrio per le due configurazioni sono espresse per l'e- 
quazioni seguenti, (5) del ^ 474> 

/*XX,S«,pdS+ fXT,^t^id<T + i fudS = o, 

ft\ } 

fXX',ìu'.fdS+ f^T^u\daJ^lfu'dS = o, 

le quali devono avere luogo qualunque siano le variazioni Su,., tu\. 

Supponiamo d'essere taU, che Su. = uj, ^u\ = u^, cons^uente- 
mente 

dx\ dx\ dXi •' 

ed inversamente, sicché si hanno 

f. = Se;, < = Se., 
parimenti 

Le stesse equazioni (i), sviluppando altresì le variazioni S (7, S U\ 
assumono le forme 
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intanto per una proprietà delle forme quadratiche sussiste l'eguaglianza 

adunque dalle due precedenti equazioni coesistenti deriva la seguente 

03) fl.X,u',fdS^fXT,u',d<r = £xX\u,fdS+fl^T:u,dc, 

che costituisce il teorema di Betti, stabilente una relazione fra due si- 
stemi di forze, ed i relativi spostamenti in uno stesso corpo elastico. 

a) Supponiamo, per fare una prima applicazione di questo teorema, 
che gli spostamenti seguano la legge del movimento di un solido libero 
nello spazio, e perciò si abbiano, essendo /,., &>. costanti in tutto il corpo, 
le relazioni, (5) del § 85, 

donde derivano e! = o, >|. = o, di sonito [/' = o, e per la seconda 
(i) risultano X'. = o, T[ = o, in conseguenza la (i 3) diventa 



X' 



[^,(^+^a*3-^3^a)+XaGa+««>J*.— «,^3)+^3(^+^«^a-'^2^x)Jp^ 



= 0, 

la quale equazione, atteso Tarbitrarietà delle Z^, o)., si scinde nelle sei 
seguenti, cioè le prime tre 

(14) i X.^dS-Y j Tida = (*=i»2,3). 

la quarta 

(15) ^(x.x, - *,x.)pds + ^(*, r, - *, rjtia = o, 

e le altre due da questa deducibili con le note sostituzioni negrindici, 
le quali sei equazioni manifestano che le forze esterne (X,., 7*.) si fanno 
equilibrio ; inferendosi pertanto, conformemente al principio di solidifica- 
zione dei sistemi deformabili (§ 243), che per l'equilibrio dei corpi eia- 
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sdci sono necessarie le condizioni medesime, che assicurano requilibrìo 
dei corpi rigidi *). 

b) Assumiamo per un'altra applicazione del teorema surriferito, che 
si abbiano le relazioni 

due delle quali deduconsi dall'una di esse con le solite sostituzioni ne- 
gl'indici (123)9 e supposto che le e|, V sieno costanti in tutto il corpo, 

m conseguenza costanti le derivate -i-r» "JKTf ^^^ ^ condiziom le- 

quazioni indefinite d'equilibrio, (6) del § 474, danno X,' = o, e se si 

., dU' dU' ,, . . . 

suppone essere m tutto il corpo —r-r = i, -jxr = o, 1 equazioni ai 

limiti, (7) del cit. § 474, danno T\ = a. , pertanto il secondo membro 
della (13), trasformando altresì l'integrale di superficie in integrale di 
volume, diventa 

e per la stessa (13) si ha 

(16) fedS = — f^X,u\^dS- f^T,u\d<s, 

J S Js Ja 

con la quale formok si può determinare la dilatazione totale di un corpo 
elastico, quando sieno date le forze esterne. 
Intanto, per la (24) del § 472 viene 

dU' 
e stante la condizione d'essere --j-t = ^ risultano l'equazioni 

(m) - 2X(e; + e; + ej) ^ afic; =1 (i = i, a, 3). 

che specificate con j = i, 2, 3, indi sommate danno 

-2(3^ + f*)« + < + «,')= 3. 



donde 



'« + < + *'-2(3X + pL)' 



•) Confr. Betti, Teoria dsU'ElasHcUà, cap. 6®. 
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sostituito questo risultato nelle (m), si ottiene 

— I 
2(3X + ,.)' 



e. = 



cons^uentemente 



U: — I 



X, 2(3X4. (l)' 
e per la (16) si ha 

Se le forze dì massa sono nulle, e gli sforzi alle superficie <j sieno 
normali alla stessa e costanti, sicché dinotata p una costante si abbiano 

X. = 0, r. =/)a., 
l'equazione (17) dà 

fsds 

sicché, designato q il rapporto ^^—^ — , che rappresenta la dilatazione 
per unità di volume, si ha 

manifestante d'essere q proporzionale alla pressione — p, e dicesi il coef- 
ficitnU di compressibilità cubica, quindi per la diminuizione subita dall'u- 
nità di volume per l'unità di pressione risulta 

-_ 3 

477. EaUAZIONI DEL MOTO DEI SISTEMI CONTINUI IN GENERE. — Per 

un sistema continuo 5 in movimento le coordinate x^, che ad ogni 
istante fissano le posizioni dei singoH punti, devono in tutto lo spazio 
essere funzioni uniformi, continue e finite del tempo I, e parimenti le 
loro derivate prime e seconde; quindi per una particella di volume ^5, 
di massa m e densità p, le componenti secondo gli assi x^ della forza 
d'inerzia all'istante I vanno espresse (§ 330) dalla formola 



J 
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e conformemente al teorema fondamentale del ^ 443, ricordato nel § 
47 3 > aggiungendo alle forze di massa le forze d'inerzia dei singoli ele- 
menti, l'equazioni d'equilibrio si commutano in equazioni di movimento 
del sistema; pertanto per l'equazioni generali, corrispondenti alle (i), 
(2) e conseguenti del cit. ^ 473^ si hanno 

(19) ^(x,-^)pJS + ^r..d<r = o = .,2,j). 

ed altre due da quest'ultima deducibili con le sostituzioni circolari suc- 
cessive negl'indici (123). 

Alle (19) sono sostituibili le speciali seguenti, in relazione alle (3) 
del predetto § 473, delle quali la prima è 

(20 f di' -^^' Tir dx, dx/ 

e le altre due da questa conseguenti con le anzidette sostituzioni negl'in- 
dici (123). 

478. EauAZiONi DEL MOTO ELASTICO. — Fra i diversi movimenti che 
un corpo elastico, al pari di ogn'altro sistema continuo qualsiasi, possa 
prendere, consideriamo quello speciale ch'egli prende, a partire dal suo 
stato naturale nell'istante t^ considerato, per la sopraggiunta di nuove 
forze esteriori, per la cui azione si deformi infinitamente poco dalla con- 
figurazione assunta in detto stato, perciò i suoi vari punti subiscono spo- 
stamenti infinitamente piccoli ; in conseguenza, se x\ sieno le coordinate 
di un punto A allo stato naturale, cioè al tempo t^ , passando lo stesso 
in A' dietro la deformazione al tempo t, abbia le coordinate 

x; = x. + tt,. (t = i, 2,3). 

essendo u. le componenti dello spostamento AA' = u secondo gli assi 
coordinati Ox. (vedremo altrove come questi movimenti si comportano 
colla sovrapposizione delle deformazioni). 

Le u^y come si è rilevato nel § 444, devono essere funzioni uni- 
formi, finite e continue delle coordinate x^ e del tempo t, parimenti le 
loro derivate prime e seconde, ed in conseguenza tali devono essere le 
x[ ; però nella valutazione della velocità e dell'accelerazione del punto in 
A', le Xj si devono considerare come costanti, cioè a dire si devono as- 
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sumere le w. e le x\ quali funzioni soltanto del tempo /, quindi le com- 
ponenti secondo gli assi Ox. della forza d'inerzia in A dell'elemento 
preso dintorno ad Ay di cui sia m^ z=: ^' dS' la massa, vanno espresse 
per la formola 

(22) — ^ 7F" "^ "" ~dt^ ^ ~ ~dt^ ^'^'' ^' ^^' 

essendo per la conservazione delle masse delle varie particelle f'dS' = p rfS. 
L'equazioni del movimento del sistema conseguente dalla deforma- 
zione, riferendolo alle posizioni x'. dei suoi vari punti, in virtù del prin- 
cipio di D'Alembert si deducono dall'equazione generale d'equilibrio del 
sistema deformato, (5) del § 474, aggiungendo alle componenti delle 
forze di massa le dinotate (22) relative alle forze d'inerzia, ed apponendo 
l'apice I alle quantità X,. , f/, ... per designare che esse riferisconsi alle 
posizioni x[ ; ovvero dedurle, con le cennace modificazioni, dall'equazioni 
specificate (tf), (7) del citato §, cosicché per la prima dell'equazioni in- 
definite si avrebbe 

d dU' , 1 d dU' . I d dU' 



^ V ' dt' ) ^ dx\ dt[ "•" 2 dx[ dV "^ 



3 2 dx[ d\\ ' 

Però, stantechè le x\ differiscono dalle x. d'infinitesimi, le quantità 
X\ y C/', . . . , relative al punto A\ e le loro derivate parziali, differiscono 
infinitamente poco dalle corrispondenti quantità relative ad Ay cioè ri- 
spetto alle designate X,., 17, T^^, ... , p, che dipendono soltanto dalle 
X . , e si possono quindi sostituire queste alle prime ; dunque per l'equa- 
zioni indefinite del moto si hanno le seguenti, cioè la prima 

dU , 1 d dU , 1 d dU 



f ^ /y d"^\ d dU . 1 d dU . 



2 dx, d'k. ' 



e le altre due da questa deducibili mediante le solite sostituzioni negl'in- 
dici (123). 

Quanto poi all'equazioni ai limiti, sono nelle forme stesse (7) del 
§ 474 relativamente all'equilibrio nello stato naturale del sistema. 

Sistemi isotropi. — Allorché il sistema elastico sia omogeneo iso- 
tropo, l'equazioni indefinite del moto si ottengono per le (8), o per le 
(9) del § 475, aggiungendo alle componenti delle forze di massa le re- 
lative (22) delle forze d'inerzia, e per tanto si hanno, in relazione alle 
menzionate (8) del § 475, la prima 

F. Calsasbra. — Mtccamca, toI. HI. i$ 



114 PAin T t VL'^BQPILIBMO E MOTO DK SISTBIU CONTnfUI, BTC 

(24) p (x. - ^) + (2X + rì^^ -H p.A«. = o, 

e le altre due deduconsi da questa con le sostituzioni negfindici (123); 
l'equazioni ai limiti restano nelle medesime forme (11) o (12) dello 
stesso ^ 475. 

479. Sovrapposizione delle deformazioni. — Supponiamo che un 
sistema continuo 5, a partire dal suo stato naturale nell'istante conside- 
rato tg (§ 4^8), sia sottoposto a più gruppi, in numero finito ff, di 
nuove forze esterne agenti nello stesso tempo, cioè (X[ forze di massa, 
TI sforzi alla superficie <i) il primo, (y/ , Tf) il secondo, . . . , (Xj*^ , T!*^) 
l'ultimo, gruppi relativi all'unità di volume e di superficie; e pei 
quali, ciascuno agendo separatamente, il sistema assumerebbe deforma- 
zioni infinitamente piccole, con ispostamenti infinitesimi dei suoi punti, 
u[ per l'azione del primo gruppo, «j' , . . . , wj"* per gli altri ; l'ef- 
fetto cumulativo di tutti codesti gruppi di forze è, come se il sistema 
fosse sottoposto, a partire dallo stato naturale, a forze di massa X..=^y^S 
ed a sforzi in superficie T. = ^ TJ*^ , subendo una deformazione infi- 
nitamente piccola con ispostamenti dei suoi punti t*. = ]^ u^^^ , il som- 

matorio X ^^^ ^^® formole esteso a i n=: i, 2, ... , n. In dò consi- 
ste il principio della sovrapposi:(ione delle deformazyoni. 

La dimostrazione riesce molto semplice, osservando che l'equazioni 
di equilibrio e di movimento, nonché le condizioni ai limiti di un si- 
stema continuo in genere, (3) (4) del §4735 (^o) (21) e cons^uenti 
del S 477; (6) (7), (8) (9) (io) (ii) (12) dei §§ 474, 475 ; (23), (24) e 
conseguenti del precedente § 478 relativamente ai sistemi elastici, sono 
tutte equazioni lineari rispetto alle componenti di deformazione e|.^^ , y!}\ 
e che per le indicazioni premesse, con riguardo alle designazioni (4) del 
§ 445, 8Ì hanno 

V- tk\ ^-^^1*^ du. 

I «!*' = Z it = 17 = •' (••='.». j). 

Infatti, applicata la (23) del prec. % ai vari gruppi di forze sopra- 
indicati^ e sommate tutte l'equazioni conseguenti^ viene 
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i soaunatori ^ estesi a Jfe := i, 2, . . . , n, le £7'* sono l'espresàoni 
del potenziale elastico relative ai sudetti gruppi di forze, che si ricavano 
dalla (20) del § 471, e dalle stesse pertanto si hanno 

^ = - (C,. :^'« + C„ X</' + C„ V;») _ (D, .?' + £, <« + F, .<«); 

posto i = I, 2y ... , n, e sommando con riguardo alle (25) si consei- 
guono 

l^=-(C.,X. + C„>.+ C.,X,)-(D,e. + f...+F,.,) = ^, 

1^=-(C,.^. + C,^.+ C„X,)-(Z),..+F,.,+F,.,)=.^, 
quindi per sostituzione nella (n) si ottiene l'equazione 

che è della medesima forma dell^ i^3)j P^^^ relativa all'azione delle 
forze di massa x; + X;' H + XJ">, e d'inerzia 

dl^ d^ '" d^ ' 

Parimenti si deducono le altre equadoni dimostranti insieme g (9^) 
il teorema sopra specificato, che si può brevemente enunciare: 

Si ottime di un sistema continuo, a partire dgl s^o stalo naturali, ja 
deformazione infinitamente pUxola prodotta da più gruppi M for^e^^sti^iori, 
agenti nello stesso tempo, aggiungendo le deformazioni, che produrrebbe cia- 
scun gruppo operando isolatamente, a partire dallo stato naturale del sistema. 
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480. Piccoli movimenti dei corpi elastici. — Per fare un'appli- 
cazione di ciò che è stato precedentemente esposto intorno ai sistemi 
elastici) consideriamo i piccoli movimenti che possa assumere un corpo 
nelle seguenti condizioni speciali: 1° Che sia omogeneo isotropo; 2^ Che 
allo stato d'equilibrio naturale le for:^e esteriori siano nulle; 3° Che deviato 
dalla posÌ7;ione d'equilibriOy sia sottratto ad ogni Jorxfl esteriore. Aggiun- 
geremo in seguito una quarta condizione cioè, che il movimento avvenga 
per propagatone di onde piane parallele ad un piano dato. 

Per la prima limitazione l'equazioni di movimento dei singoli ele- 
menti del corpo, e quelle di limiti alla superficie, sarebbero la (24) del 
§ 478 con le sue conseguenti, e le (11) del § 475; ma stante le alo-e 
due condizioni espresse 2^ e 3^, essendo nulle le forze esteriori, am- 
meno delle forze d'inerzia, esse equazioni riduconsi alle seguenti, cioè 
pel movimento a tre di cui la prima è 

(27) (2X + (i)-^^ + (1 Att, = p -j^, 

e le altre due da questa deducibili con le solite sostituzioni n^l'indid 
(123); e per le condizioni ai limiti a queste altre tre, cioè la prima 

(.8) ,xea. + ,(^ + ^) = o. 

le altre due conseguibili come dalla (27) ; X e (t, come si sa, sono due 
costanti, inoltre si hanno 

r ^ ^r- ^ ^^dUi , d^u. . d^Ui , d^Ui 

(29) «. = !«.«.., e = X-^. A«, = ^i + ^i + ^-, 

i sommatori ^ nelle due prime estesi ad i = i, 2, 3, e l'ultima espres- 
sione anche estensibile a questi stessi valori della i. 

Subordinatamente alle tre condizioni sopra dinotate, esaminiamo le 
soluzioni più interessanti corrispondenti ai moti periodici semplici, pei 
quali siano 
(30) u. = l. cos X t, 

essendo x una costante, t il tempo dall'inizio del movimento, contato 
da quando il corpo sia stato deviato dalla posizione d'equilibrio, e le i^ 
corrispondendo all'espressione delle u . per t = o sono funzioni delle jc- . 
Or^ stantechè dalle (30) si ricavano 

d^U' .r 2 r 

■T^* = — x';.COSX/=— 5t tf,., AW. = C0SX/.ii5. (t=l, 2, 3), 
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poste altresì 

(31) e = 0'cosx/, ^'=y-T^, tt^ = «/^cosx<, w^=yi.(ti, 

estesi i somma tori ^ ad i = i, 2, 3, dietro sostituzione neUe (27) 
(28), e soppresso il fattore cos x /, si ottengono pel movimento tre e- 
quazioni, di cui la prima 

(32) (2x + p,)^ + (.A5. = -p>c'5.. 

e le altre due dalla medesima deducibili con le sudette sostituzioni negl'in- 
dici (123); per le condizioni ai limiti altre tre, delle quali la prima è 

(33) .xe.,, + ,(,^ + §) = „. 

e le altre due conseguenti come da (32); bisogna pertanto trovare tre 
funzioni ^,. delle coordinate x,., ed un numero x, che soddisfino a que- 
st'equazioni. 

481. Se il movimento sia sottoposto a tutte quattro le condizioni 
sopra indicate, ed in relazione alla quarta sia preso l'accennato piano 
fisso per uno dei piani coordinati, x^Ox^ per es., ne segue che il 
movimento avverrà per propagazione di onde piane parallele ad x^Ox^y 
richiedendosi pertanto che gli spostamenti u. dei punti del sistema di- 
pendano soltanto dalla coordinata x^ e dal tempo iy in conseguenza che 
in tutto il movimento siano soddisfatte l'eguaglianze 

l'ultima con i = i, 2, 3. 

Mediante le stesse semplificate la (27) e conseguenti, poste altresì 

per brevità 



=\/f. '='/ 



X + ,A 



2P 

risultano pel movimento dei singoli elementi del sistema l'equasoni 

^^^^ df -'^ dx\' dt^-" dx]' 7?" = * 11^' 

analoghe alle (9) del § 394 riguardanti i movimenti delle corde vibranti, 
in conseguenza, coerentemente alle (io) del § 395, si hanno per gl'in- 



Il8 PARTI V B YX.-^BQUILmiO E MOTO DEI SISTEMI COHTIMUl, ETC 

tegralì generali di esse equazioni del movimento elastico in esame 
(36) J «. = 1).(*, + at) + +,(x, - aO, 

in cui le ?, e 4',, 9a e i'a, 9, e ^^ sono, rispettivamente a ciascun in- 
tegrale, le due funzioni arbitrarie che in ogni caso particolare si deter- 
minano agevolmente, conoscendosi all'inizio del movimento le circostanze 
speciali, alle quali sia sottoposto il sistema. 

Consideriamo due casi particolari : 

i^ Che siano 

«, = 1*3 = o, tt, = f, (r, + ai), ovvero «, = +, (x, — ai); 

allora si ha un'onda piana, che si propaga con la velociti a, la direzione 
della vibrazione, nel verso di Ox, , è parallela al piano dell'onda, perciò 
perpendicolare alla direzione di il, e dicesi trasversale, avendosi infatti 

(S 450) 

^- ax. 

il movimento pertanto avviene senza dilatazione né compressone àA 
sistema. 

2^ In secondo luogo, Seno 

tt, =«, = 0, ttj = 9^(x, + *0» ovvero tt^ = +j(x3 — *0i 

la propagazione in questo caso è con la velocità b, la direzione della 
vibrazione, nel senso dell'asse Ox^, parallela a detta velocità, perciò 
perpendicolare al piano dell'onda, ed essendo nulla la rotazione, la vibra- 
zione dicesi longitudinale; in conformità a ciò che fu rilevato nel $450, 
bisogna dunque che ^u. d x,. fosse la differenziale esatta di una funzione 
delle X., che è appunto quel che avviene nel presente caso, avendosi 

^u,dx, = i),(x3 + hi)dx^, ovvero X^ì^^ì = +,(*, — *0^*,- 



CAPITOLO QUARTO. 

IDROSTATICA. 



I. — Nozioni preliminari, condizioni generali 
dell'equilibrio dei fluidi. 

482. L'Idrostatica, come altrove si è detto (Introduzione al Corso, 
pag. IV) ha per oggetto le leggi dell'equilibrio dei fluidi. 

I corpi, quali a primo aspetto ci si presentano, possono distinguersi 
in due categorie : solidi e fluidi^ e quest'ultimi a loro volta distinti in 
liquidi e fluidi aeriformi. Tutti appartengono ai sistemi continui (§ 443), 
perciò soggetti a deformazioni, ed agli stessi quindi è applicabile tutto 
ciò che è stato svolto nei precedenti capitoli intorno ai sistemi continui, 
però con limitazioni coerentemente alle proprietà particolari, che carat- 
terizzano le due cennate classi. 

SouDi. — In Meccanica dicesi solido invariabile, sistema invariabile, 
od anche sistema rigido (§ 55), un corpo composto da punti materiali, 
molecoky le cui posizioni relative, ossia le vicendevoli loro distanze, non 
possono essere alterate. Se un corpo per l'applicazione di forze si de- 
forma, e dietro la soppressione delle medesime ritorna esattamente alla 
sua forma ed al suo stato primitivo, dicesi perfettamente elastico; se al 
contrario, dietrochè le forze deformatrici siano state soppresse, il corpo 
resta nello stato deformato, è detto perfettamente molle plastico. 

Questi tre stati estremi non sono mai realizzati rigorosamente, per- 
ciocché i solidi naturali, anche i più resistenti, si sformano leggermente 
sotto l'azione delle forze applicate ; tutti sono più o meno elastici, più 
o meno plastici, ed in conseguenza al cessare l'azione delle forze, o che 
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queste abbiano oltrepassato cerd Umìti, ovvero abbiano agito lungamente, 
i corpi non riprendono esattamente lo stato primitivo, né mantengono 
completamente le deformazioni subite. Però, in conformiti al principio 
di solidificazione (^ 243), quando un solido per l'azione di forze allo 
stesso applicate avrà preso la forma convenevole, sia che il med^imo 
si trovi in equilibrio ovvero in moto, si potrà riguardarlo come rigido, 
specie in ricerche di prima approssimazione, ritenendosi trascurabili le 
insensibili ulteriori deformazioni. 

Fluidi. — Un corpo costituito da molecole, che cedono al minimo 
sforzo si faccia per separare le une dalle altre, che possono scorrere 
senza attrito per uno sforzo benché piccolo che sia, e spostarsi ciascuna 
occupando e lasciando successivamente un posto determinato, dove va 
rimpiazzata da un'altra, dicesi corpo fluido o semplicemente fluido. 

I fluidi in natura si approssimano più o meno a tale stato di flui- 
dità perfetta, in essi però esiste sempre una certa aderenza tra le mo- 
lecole, che dicesi viscosità, la quale si oppone alla loro separazione; in- 
tanto, messi da parte quelli, la cui viscosità sia assai considerevole, noi 
non ci occuperemo che dei fluidi, dei quali la coesione delle molecole 
sia tanto insensibile da potersi riguardare come fluidi perfetti, e perciò 
diconsi anche fluidi ideali non viscosi, 

I fluidi sensibihnente incompressibili diconsi liquidi; in realtà essi 
a determinata temperatura si comprimono alquanto sotto pressioni estre- 
mamente grandi ; l'acqua, per es., a zero di temperatura, sotto la pres- 
sione di un'atmosfera si comprime di 0,0000503, ed il mercurio, nelle 
stesse condizioni, subisce la compressione di 0,0000029 (esperienze di 
Grassi, confr. Manuale di Fisica di A. Winkelmann, 1891, voi. I, p. 359). 

I fluidi aeriformi, comprendenti l'aria atmosferica, i diflerenti gas, 
ed i vapori, sono assai compressibili, e dotati di grande elasticità, di 
modo che possono, a data temperatura, cangiare forma e volume ad 
un tempo col cangiamento di pressione, e ritornare allo stato primitivo, 
quando la compressione cessa ; per tale proprietà essi diconsi pure fluidi 
elastici. 

Una proprietà poi caratteristica di tutti i fluidi é, salvo casi parti- 
colari d'equilibrio, di non assumere alcuna forma per se stessi, la rice- 
vono prendendo quella dei vasi, dd recinti, degli alvei, degl'inviluppi, ecc., 
nei quali sono contenuti; inoltre che possono cangiare forma e vo- 
lume col cangiamento di temperatura, sicché con l'aumento di calore 
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dalla trasformazione di un liquido, che passa allo stato gassoso, puossi 
ottenere un vapore, il quale a sua volta per susseguito rafFreddamento 
può riprendere lo stato liquido. La densità del vapore è poco conside- 
revole relativamente a quella del liquido donde proviene ; per una capa- 
cità ed una temperatura date, non si può contenere che una determinata 
quantità di vapore, conseguentemente se esso ha raggiunto questo limite, 
per poco che si diminuisce o la capacità o la temperatura, una porzione 
si commuta in liquido. 

L'aria ed i gas diconsi fluidi permanenti, per opposizione ai vapori, 
ma pure essi possono essere liquefatti con grandissime compressioni, o 
per grandissimo raffreddamento; ciò che è stato verificato per varie e- 
sperienze, come per es. la liquefazione dell'ammoniaca ottenuta da Fara- 
day, dell'acido carbonico da Thalorier, ecc. 

483. Le proprietà caratteristiche, comuni a tutti i fluidi, che li di- 
stinguono essenzialmente dai solidi, e servono di base alla teorìa del lo* 
ro equilibrio, si possono specificare come segue: 

Prima proprietà. — Gli sforxi interiori sono pressioni. 

Questa proprietà deriva da ciò, che le azioni scambievoli delle mo- 
lecole si oppongono efficacemente al loro ravvicinamento, e pochissimo 
(in generale trascurabile) al loro allontanamento. 

Seconda proprietà. — In un fluido in equilibrio tutti gli sforzi in- 
teriori sono pressioni normali agli elementi piani su i quali si esercitano. 

Infatti, stante la piccola coesione tra le molecole, se un fluido è 
immobilizzato, ed una forza, comunque piccola che sia, agbce in modo 
da fare scorrere due molecole in contatto l'una sull'altra, lo scorrimento 
si produce effettivamente, qualunque sia la pressione tra queste due mo- 
lecole; da ciò risulta che gli sforzi tangenziali sugli elementi piani so- 
no nulli, e gli effettivi devono essere normali. 

Terza proprietà. — Ogni fluido in equilibrio trasmette egualmente in 
tutti i versi le pressioni esercitate alla superficie. 

È una conseguenza della distribuzione uniforme delle molecole dei 
fluidi, ed è confermata dall'esperienza. Infatti, limitandosi da prima alla 
considerazione dei liquidi, se si prende un recipiente chiuso di figura 
poliedrica, pieno di liquido, fermamente assodato, e nelle cui facce sieno 
praticati alquanti buchi di eguale ampiezza o), ai quali si applichino altret- 
tanti pistoni scorrevoli attraverso le pareti, ma che li chiudono erme- 

F. Caloaabra. — Metcamica, voi. III. 16 
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ticamente, spingendo l'uno di essi verso l'interno mediante una certa 
forza F perpendicolare alla base, producendo cosi alla corrispondente 
porzione co della superficie limitante il liquido una pressione G, si rico- 
noscerà che, affine di tenere in equilibrio il liquido entro il recipiente, 
bisogna applicare a ciascuno degli altri pistoni forze eguali ad F ed a- 
genti egualmente alla medesima; da ciò si ha la dimostrazione in fatto 
che la pressione G esercitata sulla porzione a> della superficie limitante 
il liquido/ mediante la forza F applicata al primo pistone, si trasmette 
eguaknente alle porzioni di essa superficie corrispondenti alle basi degli 
altri pistoni. 

La pressione trasmessa G si esercita della stessa maniera nell'interno 
del liquido, se si considera una porzione dello stesso limitata da facce 
piane, od un poliedro solido che vi sia immerso ; ciascuna parte di esten- 
sione a dell'una faccia, qualunque fosse l'orientazione della medesima, 
subirà la pressione normale P = Ga : &>, giacché le pressioni G q P 
devono essere tra loro nel rapporto delle aree (ù, gl. 

Si estende facilmente questi risultati al caso in cui la superficie pres- 
sata sia curva, bastando all'uopo supporla decomposta in elementi infi- 
nitamente piccoli, che si riguarderanno come facce piane di un poliedro 
infinitesimale; quindi se si designa per dtù l'uno di questi elementi, p 
la pressione costante che proverebbe un'area piana eguale all'unità, cioè 
^ = G : 0), si avrà per l'espressione della pressione sull'indicato elemento 

(l) P = pda>; 

e sarà la stessa, se d<ù fosse un elemento piano dintorno ad un dato 
punto A dentro la massa del liquido, allora si dirà essere la pressione 
del liquido al punto A, 

Se il liquido fosse alquanto viscoso, la proprietà di trasmissione della 
pressione egualmente in tutti i sensi avrà luogo altresì; solamente in di- 
rezione divergente dalla forza F la pressione non si trasmette con la 
stessa rapidità, che segue la direzione diretta, quindi occorrerà alcun 
tempo affinchè la pressione laterale divenga eguale alla G, ed è a tale 
istante che si considera l'equilibrio del liquido. 

Quando il liquido è sottoposto a forze di massa, come la gravità, 
esso trasmette le pressioni che si esercitano alla superficie qualmente 
che codeste forze non esistessero, però esercita inoltre sulle pareti del 
recipiente che lo contiene, o sopra ogni elemento piano d o) dintorno ad 
un dato punto A della massa, una pressione dovuta all'azione della forza ; 
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le due pressioni si sommano in unica, che cangerà d'intensità col variare 
la posizione di A^ però mantenendosi sempre normale a dtù; codesta 
pressione si esprimerà per la formola (i), in evi p sarà variabile da un 
punto all'altro, in dipendenza delle predette forze di massa, sicché se queste 
dipendono unicamente dalle posizioni dei rispettivi punti di applicazione, 
la p sarà funzione uniforme, finita e continua delle coordinate x. del 
punto considerato A. 

Lai proprietà dei liquidi di trasmettere le pressioni egualmente in 
tutti i versi appartiene parimenti ai fluidi elastici, su i quali però agi- 
scono particolarmente le forze elastiche, che li spingono sempre ad oc- 
cupare un maggiore volume; essi perciò da sé pressano le pareti dei 
vasi che li contengono, indipendentemente dalle forze di massa, o da 
pressioni esteriori esercitate alle loro superfìcie. Supposto dunque che un 
fluido elastico sia contenuto in un vaso chiuso da ogni parte, e si faccia 
astrazione delle forze di massa, conie la gravità, agenti sulle sue mole- 
cole, in virtù dell'elasticità del fluido le pareti del vaso proveranno pres- 
sioni eguali in tutti i loro punti ; in conseguenza facendovi un buco at- 
traverso il quale sia collocato un pistone, onde tenere il fluido in equi- 
lìbrio bisognerà applicare al pistone una certa forza normale alla base; 
dinotata F codesta forza, 6> l'area di base del pistone, si ha F : ìù per la 
misura della pressione unitaria prodotta dall'elasticità del fluido, e si rico- 
noscerà agevolmente che questo rapporto F : u é costante ovunque si col- 
lochi il pistone. 

La pressione costante, che un fluido elastico esercita sulle pareti del 
vaso in cui è contenuto, e che dicesi la for:(a elastica del fluido, dipende 
dalla natura, dalla densità, e dalla temperatura dello stesso; quindi, de- 
signata p la misura di essa forza elastica, cioè a dire la pressione rap- 
portata all'unità di superficie, p la densità del fluido, si ha 

(2) p = kf, 

essendo k un coeflBciente, che dipende dalla natura é dalla temperatura 
del fluido. 

Allorché si avrà riguardo alle forze esteriori sollecitanti le molecole 
del fluido, la pressione p varìerà da un punto all'altro dipendentemente 
da esse forze, varierà pure in dipendenza della temperatura, e con questi 
elementi varierà la densità; sicché tra la pressione p in un dato punto 
della massa fluida, la densità p e la temperatura 6 della stessa in quel 
punto, deve sussistere una relazione 
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(3) f(p. p, e) = o, 

che dicesi Vtquaxione caratteristica del fluido. Per un gas perfetto, ad e- 
sempio, secondo la legge di Mariotte e Gay-Lussac, si ha 

(*> ^ = 7+7^' 

c è una costante, ed oc il coefficiente di dilatazione del gas. Per un flui- 
do incompressibile, essendo p costante, si ha per la stessa legge 

(*') ' = Tfiì> 

essendo p^ la densità del fluido per 6 = o. 

La superfìcie sulla quale la pressione p è costante dicesi superficie 
di livello ; quelle per le quali è e costante sonò le superficie di eguale den- 
sità; infine, quelle in cui è 6 costante dicónsi isotermiche; ed essendo le 
tre quantità p, p, 6 legate per Tequazione caratteristica (3), ne deriva : 
Se due di esse sono costanti, sarà costante anche la ter^a ; la linea d'in- 
ierseiione di due delle menzionate tre superficie appartiene alla ier:^a ; cosi, 
Vinterse^ione di una superficie di livello con la corrispondente di eguale 
densità è una linea isotermica, 

484. Conseguenze immediate. — i* La proprietà dei fluidi in equi- 
librio di trasmettere egualmente in tutti i versi le pressioni esercitate sulle 
loro superficie, la quale si realizza più esattamente nei liquidi, permette 
di verificare facilmente il principio dei lavori virtuali per l'equilibrio di 
più forze applicate ad un sistema qualunque (§§ 210 e seg.), cioè di es^ 
sere nulla la somma dei loro lavori virtuali. 

Supposto, infatti, che si abbia un vaso immobile chiuso da ogni 
parte, alle cui pareti sieno praticati alcuni fori di ampiezze w,, w^, ,.,, w^, 
ed agli stessi adattati altrettanti stantuffi, in guisachè riempito il vaso dì 
liquido, possa questo avere un certo movimento con addentrare alcuni 
stantuffi, e spingere all'infuori gli altri, senzachè sia alterato il volume 
del liquido, né prodotto alcun vuoto; ad essi stantuffi, e normalmente 
alle rispettive basi, siano applicate le forze P, , P, , . . . , P. capaci di 
tenere in equilibrio il liquido, e producenti sulle porzioni della sua su- 
perficie in contatto con le basi degli stantuffi le pressioni ^^ q^^^ ..., jw,, 
essendo q la pressione unitaria comune a tutte le dette porzioni di su- 
perficie. Nelle specificate condizioni si dia al liquido uno spostamento vir- 
tuale^ producente alle basi degli stantuffi gli spostamelo, stimati nelle di- 
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rezioni delle forze, S/>, , ^p^, ,. . , X/>^, risultandone in conseguenza gli 
spostamenti di volume del liquido nelle porzioni <«>,^/?, , *«>,^Pa> — > ^n^Pnl 
poiché questi sono soggetti alla condizione d'inalterabilità del volume del 
liquido, devono soddisfare aireguaglianza 

il £ esteso a v=i, 2, ..., n; moltiplicata la stessa per q, e poiché 
P^^ q(ù^, si consegue 



Z 



che è appunto Tequazione d'equilibrio (i) del § 219. 

2^ Si dimostrerà più innanzi che se in un fluido le forze di massa 
derivano da una certa funzione f , uniforme, finita e continua delle coor- 
dinate dei rispettivi punti d'applicazione, la pressione p in un punto di 
coordinate jc,., e la densità p del fluido in esso punto, sono legate per 
l'equazione difierenziale 

dp = fd(f; 

se ha luogo altresì l'equazione (2) del prec §, dividendo si ottiene 

^^^ p k ' 

il coefficiente ifc, per un dato fluido, dipende dalla temperatura; ora, se 
esso sia isotermico, cioè a dire che la temperatura in tutta la massa sia 
costante, essendo perciò k costante, coU'integrazione della (5), designata 
C la costante d'integrazione, e di seguito all'anzicitata (2), si ottengono 



1 ri 



t essendo la base dei logaritmi Neperiani. 

Allorché la temperatura varia da un punto all'altro, k varierà pari- 
menti, ma l'equazione (5) fa vedere che h é una funzione di ^ al pari 
che p, la quale funzione può essere data arbitrariamente, in tale caso l'e- 
quazioni (6) devono essere sostituite dalle seguenti 



fi? r r^ 



(7) r * ^— jfe 

3* FoRMOLA BAROMETRICA. — Ritenuta la Terra come sferica, si con- 
sideri l'atmosfera che la inviluppa in equilibrio stabile; perciò facendo 
astrazione del moto diurno, dell'azione calorifera del Sole, e di ogni 
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altra causa di perturbazione, sicché sia costituita da strati sferici concentrici 
colla Terra, ognuno di spessezza infinitamente piccola, composto pertanto 
da elementi, i quali sopportano eguale pressione, abbiano eguale densità, e 
medesima temperatura m tutto lo strato; i tre elementi p, p, 6 in con- 
seguenza variano in continuità da strato a strato, decrescendo dal basso 
in alto. 

In queste condizioni si consideri della medesima una colonna se- 
condo la verticale CN^ essendo C il centro terrestre, la quale passa per 
un dato punto O della sfera, e la base ca della colonna sia infinitamente 
piccola; le posizioni dei vari elementi siano riferiti a tre assi ortogonali 
con l'origine in 0, l'uno Ox secondo la indicata verticale, e gli altri 
due nel piano orizzontale passante per 0. Con tali premesse si consideri 
un elemento della indicata colonna al punto A di coordinate (o, o, x^), 
che è sottoposto all'azione della gravità dall'alto in basso secondo la detta 
verticale, la quale va espressa da — gf^dx^^ stantechè la coordinata x^ 
si conta positiva dal basso in alto, e g dinota l'azione della gravità sul- 
l'unità di massa; codesta forza — gf^dx^ è la sola agente sul detto e- 
lemento, giacché quelle in senso orizzontale si annullano scambievolmen- 
te, si ha quindi (soppresso per brevità l'indice alla jc^) 

dtf = — g^dXf 

e se per l'equazione caratteristica dell'atmosfera si ritiene la (4) del 
prec. §, viene 

j^_«j^_ cgpiùdx 

donde si ricava, essendo co costante in tutta la colonna, e presa la stessa 

per unità, 

dp cgdx 

"7" '" I 4- «^ * 

Le quantità ^ e variano con la x, e se si dinota (^) il valore 
della prima al punto O, R il raggio della sfera terrestre, com'è noto si 
ha g '=- (jì)R^ •{R -^ xy y e di seguito per la precedente equazione 



p - i + ae ^{R^xy 

quanto a 6, nell'ignoranza della legge di variazione della stessa con l'al- 
tezza Xy dietro Laplace le si dà un valore costante in tutta l'altezza che 
si considera tra due punti A^ ed Ay ponendo 6 = -i (<^ -f- /), /^ e t so- 
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no le temperature dall'aria segnate dal termometro nei dati punti, sicché 
dinotata x^ la coordinata in altezza del punto j4^, e p^ la pressione at- 
mosferica in esso punto, essendo x^ <^'Xy integrata la (a) tra i limiti 
x^ ed X, designati con / i logaritmi Neperiani, si ottiene 

, P _ cR^(g) r -dx _ cR^(g) / I i__\ 

Po -i + «6J,^(i? + x)'-i + aeU + * R-^^of' 

e posta X = x — x^ risulta la richiesta formola 

(») ^=^(-+f)(-+^)'t. 

per la cui applicazione, onde adattarla alla pratica nelle operazioni geo- 
detiche, occorre fare alquante considerazioni e riduzioni come segue: 

Il coefficiente di dilatazione a allo stato secco dell'atmosfera è rite- 
nuto 0,003665, però Laplace, con riguardo che una certa umidità esiste 
sempre nell'aria, lo ha aumentato a 0,004, pertanto si ha 

(b) i+ae= i + 2^^-±l; 

^ -^ ' 1000 

l'azione della gravità (g) è supposta valutata a livello del mare, nel punto 
di latitudine L, e designata g' all'equatore, viene 

(g) = ?' (i + 1^ sen' L), 
essendo |x = 0,00569, quindi dinotata (^^) sul parallelo medio, ossia ad 
L = 45% risulta 

e di seguito si ha 

(e) ^ := V^ '^2 7 = I + — P^COS 2L, 

^ ^ (g) I + (* sen L ' 2 ^ 

trascurando termini alSetti da potenze di (x superiore alla prima; adunque, 

sostituendo (V) e (e) in (8), e trascurata la frazione -^ , stantechè d'or- 

A 

X 

dinarìo si prende A^ a poca altezza sul livello del mare, sicché -^ sia 
una piccolissima frazione, si consone 

H rapporto p^i p si determina mediante le altezze barometriche 
fe^, h osservate nei punti A^ ed A^ che é lo stesso rapporto dei pesi 
delle due colonne barometriche in essi punti, le quali si ritengono di e- 
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guali basi, avendosi perciò \ 

fj\ ilo. _ go^o^o _ A. lo. . A_ 

^ ^ P ' gU h' g l ' 

essendo ^^ e ^ le intensità della gravità nei detti punti, S^ e S le den- 
sità del mercurio nelle due colonne; intanto si ha 

X X 

trascurando delle frazioni -^ 9 -n le potenze superiori alla prima, ed i 

loro prodotti, e d'altro canto riconosciuto per esperienza che la densità 
del mercurio cresce col diminuire la temperatura nella ragione di 1 15550 
per ogni grado, viene 

K~'^ 5550 ' 

T^ Q T sono le temperature interiori del mercurio nei due suindicati 
punti A^ ed ii, r,, ]> r, quindi per la (d) si ottiene 

e di seguito 

V 5550 / \ 5550 / 

(2X\ 2X 

I -| — jp- I le potenze di -j^ superiori 

alla prima, M = 0,4342945 è il modulo dei logaritmi volgari. 

Sostituendo in (8') quest'ultima espressione (e), risulta la nota for- 
mola barometrica 

W < X [(. + 4) log \_j + o.8«l589 4 

servente alla determinazione della differenza di livello tra due luoghi ter- 
restri *). 



*) Conf. Trattati di Geodesia per le particolari disposizioni onde renderla effet- 
tivamente praticabile. 
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n. — Equazioni d'equilibrio dei fluidi, 
e primarie proprietà dalle stesse cooseguenti. 

485. Equazioni n'EauiLiBRio. — Quelle dei sistemi continui in ge- 
nere (§ 473) convengono anche ai fluidi, però con le condizioni speciali 
a questi corpi, dappoiché trattandosi di fluidi non viscosi, è da osservare 
che gli sforzi specifici 

W ^la* r.3> 5"a.> ^^3» ^"ji > ^3^ 

sono nulli, in conseguenza Inequazioni indefinite (3) e quelle ai limiti (4) 
del citato §, nella specie riduconsi rispettivamente alle forme 

(b) fX, = ^, r, = a, r,, a = i, 2, 3), 

le quali sei equazioni costituiscono le condizioni necessarie e suflicienti 
per Tequilibrio dei detti fluidi. 

Intanto, poiché r„, T^^, T^, sono gli sforzi specifici diretti paral- 
lelamente agli assi coordinati Ox., le seconde equazioni (b) dimostrano 
che gli sforzi T, ossia le pressioni ai vari elementi d <t della superficie <t 
limitante il fluido sono normali ad essa superficie, come altronde si sa 
per precedenti considerazioni (§ 483). 

In riguardo poi alle prime tre equazioni (h) si osserva che per la 
proprietà d'essere l'intensità della pressione in un generico punto la stessa 
in tutte le direzioni, ne derivano Teguaglianze r„ = T^^=T^^, quindi 
dinotata p la pressione dintorno al detto punto, perciò il valore comune 
degli sforzi T.,., le stesse tre equazioni si presentano nelle forme 

(0 P^' = 7| = 1.=».?); 

queste, a loro volta, stanteché p dev'essere funzione uniforme, finita, e 
contìnua delle coordinate x. dell'elemento cui si riferisce, designata dp la 
sua differenziale totale, si compongono nell'unica equazione d'equilibrio 

(2) dp = fX^,dx., 

il sommatorio ^ esteso ad i = i, 2, 3. 

Nel caso in cui le X; derivano da una funzione di forze ^(Xj, x^ x^), 
talché "^X.dx. = d<p, l'equazione generale d'equilibrio (2) assume la 
forma (indicata nel § prec.) 

(3) dp = fd(f. 

F. GaDARiaA. — Mtccauica, toI. 111. 17 
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* 

In generale^ dovendo essere p funzione delle x., affinchè vi sìa e- 
quilibrio bisogna che f^X^dx^ fosse la differenziale esatta di certa fun- 
zione /(x,, x^y jCj) delle stesse x-, perciò devono essere verificate l'e- 
quazioni 

^^^ dx^ dx^ * dx^ dx^ ' dx^ dx^ * 

ed allora, poiché dp = df(^x^y x^, x^), viene 

(4') />=/(^,>^s>^)+C, 

la costante C va determinata conoscendosi la pressione in un dato punto. 
Per tutti i punti del fluido determinati dall'equazione 

(4") /(*.,x„x,) = A 

in cui sia D una costante, sarà p costante; essa equazione (4") perciò 
rappresenta una famiglia di superficie, ciascuna distinta dal valore asse- 
gnato a D, e sulla quale i punti sopportano la medesima pressione, ossia 
è una superficie di livello. 

486. Condizione cui devono soddisfare le forze di massa per 
TENERE UN FLumo IN EauiLiBRio. — Allorché un fluido é in equilibrio, 
le py p, X,. devono avere valori determinati in ciascun punto, devono 
perciò essere funzioni delle coordinate x- , tali da soddisfare alFequazioDi 

(2), (4); la (2) dimostra che l'espressione differenziale ^X^.dx,. diventa 
difierenziale esatta di una funzione p=/(x,, x^, x^) di esse coor- 
dinate, quando si moltiplica per p funzione altresì delle x,., od in altri 
termini é p un fattore integrante. Supponiamo che un tale fattore esista, 

e poniamo 

p = I : +, 

essendo ^ una funzione uniforme finita e continua delle x^, pertanto 
si ha 

donde vengono le tre equazioni 

Con le medesime formandosi l'espressione 

/= X, (ii - ^) + X. te - 1^) + ;f, ( j-2, - ^^) , 

'\dx^ dxj ' *\ax dx^/ ' '\ax, dxj^ 
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si riconosce facilmente essere I = ^K, in cui 



dx\dx^dx d X dx^/'^ dx^ \d x d x^ dx^dx / 



'^ d x^\dx^dx^ d x^dxj^ 

è un'espressione identicamente nulla, quindi è / = o ; dunque, affinchè 
l'espressione differenziale Z^X^dx^ ammetta un fattóre integrante, biso- 
gna che le X. funzioni delle x^ soddisfino all'equazione 

^^^ '\dx^ dxj^ ^\dx^ dxj^ ^\dx^ dxj 

Inversamente, se questa condizione sia verificata, si troverà sempre 
un fattore integrante p della ^X. d x. ; infatti, codesto fattore dev'essere 
tale, che il prodotto f^X^dx. sia la differenziale esatta di una certa 
funzione / delle x., perciò bisogna che si avverino l'equazioni (4), le 
quali stantechè p == i : i{/ si possono scrivere : 

+(!?._ ^.) + x.|t-x,i!i = o, 

^\dx^ dxJ ^ *dx^ ^dx^ ' 






moltiplicate le stesse rispettivamente per X^, X^, X , indi sommate 
danno ij; / = o, e si ricade cosi nella (5). 

Dunque, affinchè esista un fattore integrante dell'espressione ^ X^djc., 
bisogna e basta che sia verificata l'equazione (5) ; questa perciò costitui- 
sce la condizione necessaria e sufficiente affinchè la (2) possa sussistere, 
cioè a dire perchè le forze X. siano capaci di tenere il fluido in equi- 
librio. 

La (5) resta immediatamente verificata, quando le X,. derivano da 
una funzione dì forze f/(Xj, x^, jc^), perciocché in tale caso sono 

donde r^uaglianze 

^'^ dx, dx~°' dx^ dx,~°' dx, dx^~°' 



132 PARTI V E VI. — EQUILIBRIO E MOTO DEI SISTEMI CONTINUI, BTC. 

che verificano identicamente la detta equazione. Ciò avviene in generale 
pei liquidi a temperatura costante, giacché essendo in essi p costante, 
l'equazione (2) manifesta dover essere ^X^dx^ la di£Ferenziale esatea 
di una funzione delle x^ , quindi le X. devono soddisfare all'eguaglianze 
(e) che verificano la (5). 

487. Superficie di livello. — Dicesi superficie di livello in im flui- 
do in equilibrio quella costituita dai punti di eguale pressione (§ 483), 
ossia dai punti pei quali è p costante; l'equazioni di codeste superficie 
sono dunque comprese nella (4") del § 485, facendo variare D, e per 
ciascuna dev'essere 
(6) Xx.dx, = o. 

In ogni punto di una superficie di livello la forza di massa è nor- 
male alla stessa ; m fatti, sia F codesta forza agente su di un punto M 
di coordinate x,., della quale sono X- le componenti, e si dinoti con ds 
un piccolissimo arco di curva tracciata sulla superficie, con un estremo 
in Af, dividendo (6) per Fds, viene l'equazione 

ZX. d X . 

manifestante essere F perpendicolare 3. dSy qualunque sia la direzione 
di quest'arco, perciò la medesima è normale alla superficie di livello nel 
punto M. 

a) Quando le X. derivano da una funzione di forze, stantechè 
^X^dx^ = d [7, equazioni (d) del § prec., e pei punti di una superficie 
di livello essendo dU = o^ risulta U = cost ; inversamente, avendosi 
U = cost, ne segue dp = o, p = cost. ; dunque le superficie per le 
quali la funzione di forza ha un valore costante, e che diconsi equipe- 
tenT^iali, coincidono con le superficie di livello, ovvero le superficie di 
livello sono altresì equipoten:^iali. 

h) Per una massa fluida pesante, la quale, pure essendo indefinita 

in altezza, fosse limitata in senso orizzontale, talmentechè le forze di 

gravità g agenti sulle sue molecole si possano riguardare tutte parallele 

alla direzione verticale corrispondente ad un punto O preso a piacimento 

in detta massa, assunta codesta verticale per uno degli assi coordinati 

ortogonali, VOx^ per es., contando le x^ positive dal basso in alto, si 

hanno 

X, = X, = o, ^j = — gf 
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e per Tequazione (2) del § 485, soppresso per brevità alla x^ Tindice, 

viene 

(7) dp = — gfdx. 

Da questa equazione si desume essere p funsdone continua finita 
della sola altezza, ossia 

giacché g t f evidentemente sono anch'esse funzioni della x del detto 
genere, e poiché per tutti i punti di eguale altezza si ha dx = o, ri- 
sulta p costante, cioè a dire la pressione é costante in tutti i punti di 
un medesimo piano orizzontale; dalla stessa (7) deriva 

donde si rileva che p, funzione come si é detto della x, avrà valore 
costante in tutti i punti di un piano orizzontale; infine, atteso l'equa- 
zione caratteristica (§ 483), la temperatura 6 é altresì costante in uno 
stesso piano orizzontale. In riassunto, in una massa fluida pesante in 
equilibrio, limitata come si è detto in senso orizzontale, tutti i punti po- 
sti ad una medesima altezza, ossia che trovansi su di un piano orizzon- 
tale, costituiscono una superficie di livello, che é pure di densità costante, 
ed isotermica. 

e) Sìeno due fluidi qualunque di difierente densità sovrapposti l'uno 
all'altro, e formanti nell'insieme un sistema in equilibrio, perciò ad ogni 
punto M della superficie di separazione x, la pressione essendo eguale 
e nell'uno e nell'altro fluido, bisogna che pei vari punti della medesima 
si avveri l'eguaglianza 

(8) f'lx',dx, = f"'Lx';dx„ 

la quale perciò cosdmisce la sua equazione difierenziale; p', p" designano 
le densità dei due fluidi nel punto considerato, X! ed X7 le componenti 
delle forze di massa in detto punto, relativamente all'uno e l'altro fluido. 
Se codeste forze si designino F', F", e di un arco infinitamente pic- 
colo di una curva tracciata sulla stessa x, avente un estremo nel sudetto 
punto M, del quale arco le projezioni sugli assi coordinati sono le dx. 
dell'equazione (8), si può scrìvere questa come segue 

(8') p' F cos (F, d 5) = p" F' cos (F', d s). 

Allorché i due fluidi sono pesanti, doé sottoposti alla sola azione 
della gravità, e cosi limitati in senso orizzontale che le direzioni della 
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gravità sulle diverse molecole si possano riguardare tutte parallele ad una 
stessa verticale, per la rispettiva equazione (7) si ha 

e per un punto della superficie % essendo p' = p", g l'intensità della 

gravità, risulta 

(9) g(.?'-nàx = o, 

che è l'equazione differenziale dell'indicata superfìcie di separazione, e per 
la quale integrando viene 

X = costante, 

cioè a dire la superfìcie di separazione dei due fluidi è un piano oriz- 
zontale, quindi superficie di livello e per l'uno e per l'altro fluido. Tale 
è, per es., la superficie di separazione dell'acqua e l'aria allo stato di ri- 
poso. 

Si estende evidentemente questa conchiusione al caso di più fluidi 
pesanti di densità differenti, sovrapposti l'uno all'altro in altezza, e co- 
stituenti nell'insieme un sistema in equilibrio; cioè a dire, essere le ri- 
spettive superficie di separazione altrettanti piani orizzontali» perciò su^ 
perfide di livello. 

488. Pressione di un liquido pesante suixe pareti del reci- 
piente CHE LO contiene, O SOPRA LE SUPERFICIE DI CORPI IMMERSL — 

Sia preso per piano di riferimento, ed in esso siano tracciati gli assi coor- 
dinati Ox,, Ox^, la sua superficie superiore, o superficie di livello del 
liquido, normalmente alla stessa l'asse Ojc^, contando però le x^ posi- 
tive discendendo, e soppresso alle stesse per brevità l'indice 3 ; poiché si 
suppone il liquido sottoposto alla sola azione g della gravità, per l'equa- 
zione (7) del § prec. si ha 

dp = gfdx, 

donde, integrando tra i limiti x^ ed x, supposto il liquido isotermico, si 
trae 

(io) P = />o + ^P(*-*o)- 

Se x^=o, la p^ è la pressione alla superficie di livello del liquido do- 
vuta al fluido sovrastante (l'atmosfera nei casi ordinari), posta p^=gfh, 
h si denomina Vaitela dovuta alla pressione atmosferica, per la (10) ri- 
sulta 
(io') P = g9{^ + V)\ 
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con la quale forinola si rende manifesto che, mantenendosi costante la 
pressione sulla superficie di livello, la p non dipende che dalla profon- 
dità del punto in cui si considera, perciò essere indipendente dalla forma 
del recipiente, e se questo sia costituito da più compartimenti comuni- 
canti, U liquido si terrà in ciascuno alla stessa altezza, purché la pres- 
sione esercitata sulla superficie di livello sia identica in tutti i comparti- 
menti. 

Per determinare la pressione esercitata sopra un elemento dtù di una 
superficie piana co posto alla profondità x, basta moltiplicare la (io') per 
d<ù, quindi designata dP h richiesta pressione, si ottiene 

(il) dP = gf(ix^h)di^, 

inferendosi essere equivalente al peso di un cilindro liquido di base^io), 
la cui altezza sia eguale alla profondità x dell'elemento ^co, aumentata 
dell'altezza h dovuta alla pressione atmosferica. La pressione P esercitata 
sopra Tintera superficie o) è la risultante di tutte codeste pressioni par- 
ziali d P, essendo le medesime normali ad a>, perciò costituenti un sistema 
di forze parallele, essa pertanto è la somma delle dP estesa a tutta la 
superficie in considerazione, ossia, ritenuta g costante, si ha 

(12) P=g^JJix-\-h)d^, 

il suo punto d'applicazione, eccettochè fosse co orizzontale, è differente 
del centro di gravità della stessa area, il quale punto particolare dicesi 
centro di pressione. 

Onde determinarlo, si prenda in w un punto 0', pel quale s'imma- 
gini tracciati sulla stessa due assi coordinati ortogonali 0^,, 0^^,11 pri- 
mo orizzontale, e cosi si avrà un sistema di coordinate ^i, ^^ con ori- 
gine in 0\ che scompartono 6> in rettangoli infìnitesiinali diù-r^d^^d^^^y 
aventi i lati ^^, tutti orizzontaU, perciò quelli di una striscia posti sulla 
medesima orizzontale, sono alla profondità x di 0' diminuita della quan- 
tità ^2 sen S, dinotato con $ l'angolo d'inclinazione di a> sull'orizzonte, 
essendo (^ l'ordinata della striscia cui appartiene l'elemento d<ù m con- 
siderazione; dietro queste indicazioni, e dinotate V^yV^ le coordinate del 
centro di pressione /, si hanno per la surriferita (12) 

e per la (7) del § 105 applicata al presente caso 
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(H) { y. 

i limiti d^integrazione dipendono dalla forma di o>. 

Se per 0' si prende il centro di gravità G della a>, e si dinoti H 

la relativa profondità, essendo allora / / ^^d^^di^= j j ^^di^d^^=o^ 

per le (13), (14) ^^ hanno rispettivamente 

(15) P = |p(H + A)<., 

(16) H:^-g?senìiffl,lAA., K = -g?s^^ffmA,- 

La (15) dimostra d'essere P la medesima con qualsiasi orientazione 
della a> dintorno al suo centro di gravità G reso immobile, ed essere 
equivalente al peso di un cilindro liquido avente per base a>, e Taltezza 
eguale alla profondità del detto centro di gravità G aumentata dell'altezza 
h dovuta alla pressione atmosferica ; conseguentemente, se il . recipiente 
abbia il fondo piano orizzontale, preso questo per l'indicata superfìcie a>, 
risulta che la pressione sul detto fondo, secondo l'ampiezza dello stesso» 
potrà essere maggiore o minore del totale peso del liquido. Le (16) da 
loro canto manifestano che, allorquando o) sia orizzontale, il centro di 
pressione / coincide col centro di gravità G. 

Avendosi, in luogo di liquido, un gas pesante isotermico, atteso la 
(2) del § 483, in cui k è costante, e la (7) del § 487, avuto riguardo 
al senso positivo delle x, si ha 

kf = gdx, 

ed integrando questa equazione tra i limiti x^ ed x, dinotata p^ la pres- 
sione alla profondità x^, viene 

e di seguito 

sviluppando l'esponenziale, e supposto che x — x^ fosse cod piccola quan- 
tità, sicché della -f- (^ — ^o) ^^ possano trascurare le potenze superiori 
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alla prima, risulta pz=zp^^^-^(x — xj, ovvero />=/>o + ^Po(* — O» 

essendo p^ la densità del gas ad x^ , la quale ultima espressione, parago- 
nata con la surriferita (io), dimostra che i gas pesanti a poca estensione 
trasmettono le pressioni presso a poco come i liquidi. 

Se la superficie immersa in un liquido sia curva, onde determinare 
la pressione totale sulla stessa, bisogna decomporre ciascuna pressione 
d P esercitata dal liquido sull'elemento d(ù in tre^ parallelamente agli assi 
coordinati Ox., le somme delle rispettive ad ognuno degli assi costitui- 
scono le tre componenti della pressione totale, se la medesima esiste; 
giacché le dPy non formando un sistema di forze parallele, non sono 
riducibili ad unica risultante che in casi speciali, la quale sarà sempre 
differente della loro somma. 

489. Principio idrostatico di Archimede. — Un solido 5, limitato 
da superficie chiusa 12, sia tutto immerso in un liquido pesante omoge- 
neo, o composto da più liquidi differenti a strati sovrapposti, la densità 
pertanto essendo differente da strato a strato, il cui insieme forma un 
sistema in equilibrio; per maggiore generalità supponiamo essere U una 
superfìcie curva, e riferiamo i suoi elementi alla superficie superiore, o 
superficie di livello del liquido, e ad un asse Ox^ normale a questo pia- 
no, con le convenzioni significate nel § precedente. 

Sieno A ed A' due punti di Q posti sopra una parallela ad uno 
degli assi coordinati Ox,, Ox^, aventi perciò b medesima profondità, 
si consideri un elemento 6) di li intorno ad A, e la normale interna 
AB allo stesso, i cui coseni direttori sieno designati a,.; projettato co sui 
piani coordinati x^Ox^y x^Ox^, x^Ox^y perciò parallelamente ad Ox, , 
Ox^f OXj, sieno ìù^^i=<ùol^, (ù^^ = iùx^y w^^ = C(i>aj le rispettive proje- 
zioni, e dinotata p la pressione unitaria del liquido al punto Ay quindi 
/>(i> la pressione esercitata «su co nella direzione AB, le componenti della 
stessa perpendicolari agl'indicati piani coordinati vanno espresse da 

cioè a dire, per ottenerle basta moltiplicare la pressione normale p co pei 
rispettivi coseni direttori a^. 

n cilindro projettante di co sul piano x^Ox^y esso stesso, ovvero il 
suo prolungamento, determina sulla Q un secondo elemento o)' avente 
la stessa projezione co^^ di co, e questo elemento o)' sarà un mtorno del 

F. Caloaubra. — MttttmU», voi. III. i8 
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punto A\ rispetto al quale^ essendo entrambi alla medesima profondità, 
la pressione unitaria del liquido è la stessa p^ pertanto su o)' si esercita 
una pressione più* nella direzione della normale interna A' B\ la cui 
componente parallela all'asse Ox, ha il medesimo valore assoluto della 
precedente pw^^, ma evidentemente di segno opposto, dappoiché se Tuna 
è diretta da A verso A\ Taltra inversamente è da A' verso A. 

Dunque le componenti secondo Tasse Ox^ delle due pressioni pco, 
p(ù* si elidono a vicenda; lo stesso avviene, parallelamente all'asse Ox^, 
per due elementi della Q aventi la stessa projezione ct)^, sul piano x^Ox^\ 
da ciò si conchiude che le componenti orizzontali delle pressioni eser* 
citate sugli elementi della superfìcie del corpo immerso si distruggono a 
vicenda in ciascuna delle zone orizzontali infinitamente strette, ed in 
conseguenza sull'intera superfìcie Q. 

Non è lo stesso per le componenti verticali ; perciocché, considerati 
due elementi 6), o)' aventi sul piano x^Ox^ la medesima projezione co^^, 
stantechè gl'indicati punti A ed A* sono a difTerenti profondità x, x\ le 
relative pressioni unitarie p, />' sono diflFerenti, pertanto la porzione ci- 
lindrica o prismatica di 5 terminata ai due elementi co, ìù\ che breve- 
mente diremo cilindro elementare (co, co'), evidentemente va spinta dal 
basso in alto da una forza equivalente a (p — P')^'^2• 

Se il liquido, nel quale il corpo é immerso, sia omogeneo di den- 
sità p, é si dinota k l'altezza x — x' della predetta porzione del corpo 
S, ossia del cilindro elementare (co, co'), ritenuta la g costante per tutu 
codesta altezza, la menzionata forza spingente sarà equivalente al peso 
?P^^i2 ^^''^ porzione di liquido corrispondente al volume del corpo im- 
merso che la occupa. Scomponendo il corpo 5 in filetti verticali, come 
l'anzindicata porzione, ciascun filetto é sospinto dal basso in alto da una 
forza simile all'anzidetta, e da ciò si conchiude che tutte le pressioni e- 
sercitate sul corpo si compongono in una sola forza verticale agente in 
senso opposto alla gravità, eguale al peso del liquido di cui il corpo im- 
merso tiene il posto, applicata al centro di gravità di questa massa flui- 
da, il quale si confonderà col centro di gravità del corpo stesso, se il 
medesimo sia omogeneo di densità p; codesta forza risultante dicesi la 
spinta del liquido. È questo il principio idrostatico di Archimede, che si 
enuncia : 

Quando un corpo pesante è immerso in un liquido pesante omogeneo, 
le pressioni esercitate sulla sua superficie hanno una risultante unica, eguale 
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al peso del liquido spostato, ed applicata al centro di gravità di questa parte 
del liquido, supposta solidificata. 

Ciò ha luogo egualmente quando il corpo non è tutto immerso ; si 
riconoscerà infatti, come precedentemente, che le pressioni orizzontali a 
vicenda si distruggono, e quanto alle pressioni verticali, considerato il 
cilindro elementare sopra indicato (w, «a'), e Hntersezione dello stesso 
con la superficie di livello del liquido, supposta prolungata attraverso il 
corpo, questa sezione è la projezione (ù^^ sul piano x^Ox^ comune dei 
due elementi o), co' della superficie Q; riguardato il detto cilindro ele- 
mentare come diviso in due parti dalla a),^, e sia ik la profondità della 
parte immersa, si avrà per le pressioni unitarie verticali, /> in a> rispetto 
all'intero cilindro, />' in w^^ rispetto alla porzione emersa 

essendo ^ la pressione dovuta alla parte emersa del corpo e dell'atmo* 
sfera sovrastante; risulta pertanto la pressione spingente il cilindro ele- 
mentare, verticalmente dal basso in alto, espressa per la formola 

Estendendo questo risultato a tutti i filetti, o cilindri elementari com- 
ponenti il corpo, si conchiuderà d'avere luogo per la parte immersa il 
principio di Archimede. 

Questo principio sussiste altresì quando la densità p non sia la stessa 
in tutta la profondità della massa liquida penetrata dal corpo; perciocché, 
le pressioni orizzontali si distruggono egualmente che se la massa liqui- 
da fosse omogenea, e la pressione verticale sopportata dal cilindro ele- 
mentare (O), Ci)') è 

(p—p')iù^, = <Ù^^Jgfdx, 

ed è questa espressione appunto che determina il peso della porzione di 
fluido spostata, donde s'inferisce il principio surriferito. 

490. Allorché il peso di un corpo immerso in un liquido é eguale 
al peso di eguale volume del liquido, il corpo resta in equilibrio in tutte 
le profondità, purché il suo centro di gravità e quello del volume del 
fluido spostato stiano sulla medesima verticale. Il corpo discende al fondo 
del recipiente, o rimonta verso la superficie di livello del liquido, secon- 
doché il suo peso é superiore od inferiore a quello del fluido spostato ; 
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in quest'ultimo caso, il corpo deve emergere in parte dalla detta super- 
ficie di livello, e l'equilibrio si ristabilirà, solo allorquando il peso del 
fluido spostato sia eguale al peso del corpo. 

Talvolta si enuncia il principio di Archimede dicendo: 
Un corpo immerso in un liquido perde una parte del suo peso eguale 
al peso del fluido che sposta. 

Da ciò risulta che per avere il vero peso di un corpo, questo de> 
v'essere pesato nel vuoto; quando si pesa un corpo immerso in un li- 
quido, si ottiene solamente l'eccesso del suo vero peso su quello del flui- 
do spostato; dinotato P il peso reale del corpo, P' quello di un eguale 
volume del liquido, D la densità vera, e p l'apparente, si ha D:p=P:(P — P'), 
donde 
r \ n ^P D ^^' 

(17) ^ = 7=^> ^ = F=r-p> 

in conseguenza, se si prende per unità la densità dell'acqua, si avrà 

P DP' 

(18) D = ^r^^, P= ^^ 



P — F' - — D — i' 

con la prima di queste formole si determina la densità dei corpi, che 
possono essere pesati nell'acqua mediante la bilancia idrostatica, e per la 
seconda se ne determina i corrispondenti pesi reali. 

Due corpi differenti immersi in un fluido qualsiasi, aria, acqua, ecc., 
i quali si fanno equilibrio per mezzo di una bilancia esatta, hanno pesi 
realmente difierentì, ammenoché i loro volumi non siano equivalenti; il 
peso maggiore è quello del corpo che ha il più grande volume, dap- 
poiché avendo subito una maggiore perdita nel fluido, pure fa equilibrio 
all'altro. 

in. — SoUdi galleggianti. 

491. Da quanto si é detto precedentemente risulta che per potere un 
corpo solido pesante galleggiare equilibrato in un fluido pesante, bisogna 
che sieno soddisfatte due condizioni: 

I* Che il peso totale del corpo sia eguale al peso del fluido spostato. 

2* Che la retta passante pei rispettivi centri di gravità stia verticale. 

Sia T il volume del corpo e n il suo peso specifico, sia F il vo- 
lume del fluido spostato e tt il suo peso specifico, perché sussista la pri- 
ma condizione dev'essere 

(i) Ftu = rn, 

inferendosi da questa eguaglianza: 
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a) Se i pesi specifici sono eguali, i volumi devono essere altresì e- 
guali, quindi il corpo rimane tutto immerso, e reciprocamente mante- 
nendosi un solido tutto immerso in qualsiasi luogo di un fluido omo- 
geneo^ entrambi devono avere lo stesso peso specifico. 

b) Se Ttc > rn, allora il corpo deve risalire, dappoiché la spmta 
del fluido sorpassa il peso del corpo della quantità Ftc — TlI, e questa 
difierenza misura la forza, che spinge verticalmente il corpo da basso in 
alto; il volume V della parte inmiersa va diminuendo a misura che il 
corpo emerge, e dev'esservi un istante in cui Fw = m, dimodoché, 
dopo varie oscillazioni verticali, se i centri di gravità del corpo e del 
fluido spostato si trovano sempre sulla medesima verticale, infine l'equi- 
librio si rimetterà, ed in questo stesso caso dev'essere n'^U, giacché è 
sempre F < T. 

e) Se sia Fir <^ m, il corpo dovrà discendere, ed a misura che 
discende aumentando F, a certo istante dovrà avverarsi l'eguaglianza 
(i) se Q <[ IP, giacché F non può oltrepassare T. 

In ogni caso, l'equilibrio non é mai possibile se ir <^ II, dappoiché 
il corpo discenderà entro il fluido finché trovi un ostacolo che lo arre- 
sta; perciò quelle sole sostanze, che hanno un peso specifico minore di 
quello del fluido, in cui in parte s'immergono, possono galleggiare sullo 
stesso. Intanto è da osservare che, allorquando i corpi non sono omo- 
genei, od allorché hanno una capacità vuota, bisogna prendere per II il 
peso specifico medio, che si ottiene dividendo il peso totale del corpo 
pel numero delle unità di volume contenute nel suo volume apparente, 
il corpo immerso si troverà nel fluido come sarebbe un corpo omoge- 
neo, che avesse l'accennato quoziente per peso specifico II ; perciò qual- 
siasi sostanza si potrà fare galleggiare in un dato fluido in equilibrio, 
unendola ad altra, il cui peso specifico sia minore, in guisa da comporre 
un peso specifico medio, che sia più piccolo di quello del fluido, o darle 
una forma concava che possa soddisfare all'eguaglianza (i). 

L'azione capillare produce un altro efietto, cioè il fluido si deprime 
intorno ai corpi, che non sono di tale natura da essere bagnati, allora 
il volume immerso deve aumentarsi del vuoto prodotto dalla immersio- 
ne; cosi si spiega come un ago ricoperto di cera possa galleggiare sul- 
l'acqua, pure essendo più pesante di questo fluido; ma di questi effetti 
della capillarità ordinariamente non si tiene conto, specialmente riguardo 
ai grandi galleggianti, né possiamo occuparcene in ciò che segue. 
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Come si è rilevato, bisognano essenzialmente essere verificate due 
condizioni, affinchè un corpo possa galleggiare equilibrato in un fluido, 
cioè che si avveri l'eguaglianza (i), e che i centri di gravità del corpo 
e quello del fluido spostato si trovino sopra una stessa verticale, la quale 
è altresì perpendicolare al piano di livello del fluido, che dicesi piano di 
galleggiamento. Supponendo questo prolungato nell'interno del corpo, esso 
ne determina la sezione fiuttuanie, la quale divide la parte immersa dalla 
parte emersa del corpo ; ma per la proprietà dei centri di gravità, quan- 
do un corpo è diviso in due pard da un piano qualsiasi, i centri di gra- 
vità dell'intero corpo e delle due parti devonsi trovare in linea retta, e 
nel presente caso il piano segante è il piano di galleggiamento, dunque 
affinchè un corpo pesante stia in equilibrio in un fluido specificamente 
più pesante, bisogna che la retta passante pei centri di gravità del corpo 
e di uno dei segmenti formati dal piano di galleggiamento, sia normale 
a questo piano; perciò il problema generale della ricerca delle posizioni 
di equilibrio di un corpo pesante galleggiante in un fluido pesante omo- 
geneo è ridotto al seguente : 

Tagliare col piano di galleggiamento il corpo di figura data a mo- 
do, che la retta passante pel centro di gravità del corpo e per quello di 
uno dei segmend, sia normale al piano segante ; e di più che il volume 
di uno dei segmend sia a quello del corpo intero in un rapporto deter- 
minato, come risulta dall'eguaglianza (i), giacché dinotandosi F' il vo- 
lume delk parte emersa, dalla stessa risultano 

492. La determinazione delle posizioni d'equilibrio di un corpo gal- 
leggiante si riduce dunque ad un problema di geometrìa, e quando sia 
determinata una sezione del corpo soddisfacente alle due indicate condi- 
zioni, posta la stessa al livello del fluido in modo, che il segmento di 
cui si è considerato il volume sia situato al disotto, si ha una delle po- 
sizioni di equilibrio; in ogni caso particolare, le due indicate condizioni 
si esprimeranno per equazioni, la cui soluzione completa farà conoscere 
tutte le posizioni d'equilibrio possibili del corpo. 

Assumiamo, ad esempio, il caso che il galleggiante fosse omogeneo 
con la forma di un prisma retto triangolare, i cui spigoli stiano oriz- 
zontali, perciò paralleli alla sezione fluttuante, con tali limitazioni si pò- 
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tra fare astrazione della lunghezza del prisma, e determinare soltanto 
l'intersezione del piano di gaUeggiamento con la sezione retta passante 
pel baricentro del prisma. Sia dunque A^A^A^ (fig. 121) questa sezione 

retta, della quale designiamo AJ(k=i, 
2, 3) gli angoli ai vertici distinti da- 
gli stessi indici, e con a^ i lati rispet- 
tivamente opposti ; e poiché può darsi 
che sia immerso un solo vertice, o 
^i che ne siano immersi due, stantechè 
il secondo caso si fa dipendere dal 
primo, cosi tratteremo questo in pri- 
mo luogo, supponendo che il ver- 
tice immerso sia A^. 

Indichi M^M^ la sezione flut- 
tuante, questa retta resta determinata 
quando sieno conosciuti i lati 

del triangolo immerso M^ M ^ A^ ; 
l'area di questo triangolo e quella di 
A^ A^ A^ sono nel rapporto dei pro- 
dotti dei rispettivi lati comprendenti l'angolo A^y ci ì volumi F, T dei 
relativi prismi nello stesso rapporto ; per l'eguaglianza (2) questo rapporto, 
che dinotiamo r, è l'inverso dei pesi specifici del galleggiante e del flui- 
do, cosi prendendo quest'ultimo per unità, dev'essere r < i ; intanto es- 
sendo r =3 n : w = r : r, coi precedenti elementi risulta r = [^:^^:a^a^y 
quindi per la prima equazione si ha 

(3) ^,^a = ^^i^i- 

Condotte le mediane A^ Dy A^E zi lati A^ A^ , M, Af , dei due trian- 
goli in considerazione, sulle stesse trovansi i centri di gravità G e C del 
dato prisma, e del fluido spostato, i quali sono rispettivamente ai due 
terzi da A delle indicate mediane, e poiché la congiungente G C dev'es- 
sere normale ad M, Jkf, , anche h DE sarà normale ad M, M, , quindi 
D dev'essere equidistante dagli estremi Af , , M, della retta di fluttuazio- 
ne; pertanto, designati ol^^ ol^ i coseni degli angoli tra la mediana A^D 
ed i lati a^, a,, con h la lunghezza di essa mediana, pei triangoli A DM^, 
A^DM^ vengono le relazioni 
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ed eguagliando si ha Tequazione 

donde, eliminando ;(, mediante (3), risulta la seguente di 4^ grado in :(^^ : 

(5) ^t - 2haX + ^bra^a^cL^i^ — r'a]a\ = o, 

che fornisce i valori dell'incognita :(^^^ coi quali poscia mercè la (3) si 
conseguiranno quelli di ;(,. 

Quest'equazione (5), essendo di grado pari, con l'ultimo termine 
negativo, manifesta che due almeno delle sue radici devono essere reali, 
e di esse l'una positiva, l'altra negativa^ le altre due potendo in gene- 
rale essere reali od immaginarie ; d'altro canto, completandola coll'inter- 
porre il termine in ;(' affetto da coefficiente zero, si rileva che comunque 
si faccia precedere a questo termine il segno -f- ed il segno — , l'equa- 
zione presenterà tre variazioni ed una permanenza, in conseguenza per 
la nota regola di Cartesio si riconosce che, se tutte le sue radici sono 
reali, tre devono essere positive ed una negativa; quest'ultima è da ri- 
gettarsi, dappoiché i valori delle tì^ , ;(, non possono essere che quantità 
positive, si conchiude dunque che, essendovi immerso un solo vertice, il 
galleggiante al più può avere tre posizioni d'equilibrio. 

Se il vertice A^ fosse emerso, e gli altri due ^, , A^ immersi, la 
ricerca sarebbe analoga alla precedente, solo dovendosi al rapporto r so- 
stituire I — r ; infatti, la proporzione 

M, A^ A^ M^; A^A^A^ = r : i, 

che deve sussistere in questo caso, può conmiutarsi in 

A^ Af, M, : A^ A^A^ zz= (1 — r) : i, 

ed in conseguenza hanno luogo l'equazioni (3), (5) con l'accennata so- 
stituzione, ossia pel presente caso le due equazioni sono 

(6) ^.^a = 0— 0^.«a> 

(7) l\ - 2hcLX + 2h(i - r)a^a^cL^i^ — - 0* ay, = o, 

per le quali si conchiude parimenti cioè che, restando immersi i due 
vertici A^f A^y al più possono esistere pel galleggiante tre posizioni d'e- 
quilibrio. 

Considerati successivamente i tre vertici A^y A^y A^ del triangolo, 
e per ciascuno si esaminano i due casi in cui esso sia immerso od e- 
merso, dal precedente risulta che del dato prisma, mantenendosi gli spi- 
goli orizzontali, non possono sussistere tutto al più che diciotto posizioni 
d'equilibrio di galleggiamento. 
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IV. — Stabilità ed oscillazioni dei galleggianti. 

493. Quando un galleggiante è in posizione d'equilibrio, e sia distolto 
da questa posizione per una causa qualunque, un impulso per es., importa 
di conoscere se per le condizioni speciali del galleggiante sarà possibile 
che esso ritorni alla sua prima posizione, o se al contrario sarà costretto 
a deviare maggiormente, ed è ciò che ci proponiamo di esaminare. 

Per rilevare più chiaramente questo avvenimento in caso speciale, 
supponiamo da prima che il galleggiante sia perfettamente simmetrico e 
per la forma, e per le densità delle sue parti, rispetto ad una sezione 
verticale AB CD (fig. 122), che perciò costituisce un piano baricentri- 

//ó /S2 ^^» sia -4C la retta che segna sulla 
stessa sezione nello stato d'equilibrio pri- 
mitivo del corpo la sezione fluttuante, 
quindi ABC indica la parte immersa, 
od il volume del fluido spostato, ed ADC 
la parte emersa del corpo, il punto G 
sulla stessa sezione BACD indica il 
centro di gravità del corpo, ed fl" il 
centro di gravità del volume del fluido 
f spostato, dovendo essere con G su di 
una verticale,, ossia sulla retta BK tirata 
da G perpendicolare ad ^C, il quale 
punto H secondo i casi potrà trovarsi 
al disotto di G come nella figura, od 
anche al disopra. 
Supponiamo ora che il galleggiante sia allontanato un poco dalla 
sua posizione d'equilibrio, facendolo ruotare attorno un asse perpendi- 
colare alla sezione AB CD, la quale rimanga sempre verticale, e com- 
prenderà il centro di gravità G del corpo; in questa nuova posizione la 
retta A' C rappresenti la sezione fluttuante, che incontra -4 C nel punto 
E di maniera, che il pezzo cuneiforme del corpo che corrisponde ad 
A E A' emerge dal fluido, mentre quello corrispondente a CEC immer- 
ge, e questi due volumi devono essere eguali, aflBnchè il volume del flui- 
do spostato nella seconda posizione del galleggiante sia equivalente a 
quello della prima posizione, essendo comune ad entrambi la porzione 
AEC'B. H peso del volume ABC del fluido sarà dunque eguale a 

F. Cu.04aB«A. — if «cMfiùa^ voi. III. i^ 
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quello del corpo, come allo stato d'equilibrio primitivo ; il centro di gra- 
vità G del galleggiante devesi muovere come se tutta la massa fosse in 
esso concentrata, e che il peso del corpo e la pressione del fluido vi 
sieno applicate, le quali forze verticali sono eguali e dirette in senso op- 
posto, sicché non occorrerà considerare il movimento di tale punto G. 
Essendo H' il centro di gravità del fluido spostato, dietrochè il cor- 
po è stato allontanato dalla sua posizione d'equilibrio, questo punto al pari 
di G appartiene alla sezione ABCDy ma essi non saranno più situati, in 
generale, sulla medesima verticale; la pressione del fluido farà dunque 
ruotare il corpo attorno ad una retta passante per G perpendicolare ad 
AB CD; ora, se si conduce per H' la H'il perpendicolare ad A' C, che 
incontra in jx la retta BGK perpendicolare ad A C, secondochè questo 
punto p. si trova al disopra di G o al disotto, la spinta del fluido ten- 
derà a rimettere il galleggiante nella posizione anteriore di equilibrio, o 
ad allontanarlo; nel primo caso l'equilibrio è stabile, e nel secondo in- 
stabile; allorché essi due punti coincidono, il corpo resterà ancora in e- 
quilibrio nella posizione vicina alla primitiva. Allorché G é al disotto di 
H, il punto \L potrà trovarsi secondo i casi al disopra di G, ovvero al 
disotto, e quindi l'equilibrio potrà essere stabile od instabile. H punto ft, 
che ha tanta importanza sulla stabilità o meno dell'equilibrio dei galleg- 
gianti, fu detto da Bouguer il Metacentro. 

494. Dietro i conseguiti schiarimenti con l'esame del caso partico- 
lare sopra specificato, riprendiamo l'argomento della stabilità od instabi- 
lità dell'equilibrio dei galleggianti nella sua generalità, avvalendoci dei con- 
cetti e degli sviluppi dati dal Dupin nella classica Memoria facente parte 
della sua Opera ApplicaT^ioni di Geometria e di Meccanica, 1822, pre- 
mettendo con lo stesso autore taluni principi e definizioni come segue *) : 

Quando si tratta di galleggianti di forme qualsiansi, e pei quali non 
si hanno centri di figura, si dirà soltanto centro di un corpo il suo cen- 
tro di gravità. 

Considerato im galleggiante nei suoi rapporti di situazione in equi- 
lìbrio col fluido che lo sopporta, si dirà piano di galleggiamento il piano 
di livello del fluido supposto immutabile; dicesi sezione fluttuante la se- 
zione del corpo determinata dal predetto piano, immaginando che questo 



*) Confr. pure il Trattato di Maccanica ragionale di Appbll, più volte citato, t. 3^, 
pag. 188 e seg. 
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fosse prolungato attraverso il corpo; codesta sezione divide la parte e- 
mersa dalla parte itnmersa, e quest'ultima forma un volume che chia- 
masi carena, un limite della quale è la sezione fluttuante, il centro di 
gravità della stessa dicesi centro di carena; la determinazione di questo 
centro dipende soltanto dalla figura geometrica della carena, giacché si 
suppone il galleggiante di massa omogenea, ed omogeneo il fluido in- 
compressibile in cui s'immerge, talché il emiro di carena é lo stesso, al- 
lorché si considera come il centro di gravità del volume reale del fluido 
spostato, o del volume apparente della parte immersa del corpo. 

Allorché un galleggiante ha preso posizione d'equilibrio, la sezione 
fluttuante é l'unica che gli compete, giacché se lo si innalza o che si 
abbassa verticalmente, in guisa che nelle successive posizioni la sezione 
fluttuante resta sempre parallela alla primitiva, la carena andrà diminuen- 
do od accrescendo di volume rispetto a quello corrispondente alla posi- 
zione d'equilibrio, mentre per tale posizione occorre che il peso del flui- 
do spostato sia eguale al peso di tutto il corpo; soltanto in casi speciali 
di forma e di situazione del galleggiante, potrà sussistere una seconda 
posizione d'equilibrio, perciò una seconda sezione fluttuante rovesciando 
il galleggiante, come appunto avviene per un prisma retto, i cui spigoli si 
mantengono perpendicolari al piano di galleggiamento. Le sezioni fluttuanti 
che staccano del galleggiante carene di eguale volume, diconsi isocarene. 

Se ad un galleggiante, conservando inalterato il suo peso, mediante 
una diversa disposizione delle parti interne gli sìa spostato il centro di 
gravità, lungo però la stessa verticale primitiva, nulla sarà cangiato allo 
stato d'equilibrio; giacché, rin.asto invariato il peso, il volume del fluido 
spostato non é cangiato, sicché la primitiva carena rimane invariata, e 
il suo centro si trova con quello del galleggiante in una stessa verticale, 
che é la primitiva conservata, pertanto le condizioni d'equilìbrio riman- 
gono ancora soddisfatte, e l'equilibrio non cessa d'avere luogo, posiamo 
dunque il seguente principio: 

Si pub arbitrariamente abbassare od elevare il centro di un galleggiante 
qualsiasi, secondo la stessa verticale, conservando invariato il suo peso, sen- 
Xflcht l'equilibrio cessi d'avere luogo, se esiste nella prima posizione. 

Supponiamo ora che il galleggiante, conservando forma, peso e cen- 
tro, prenda successive posizioni, infinitamente vicine l'una all'altra, ed a 
quella di equi£brio primitivo, doé a dire inclinandosi per poco rispetto 
alla verticale condotta pel centro del corpo corrispondente alla posizione 
d'equilibrio |H:imitivo ; ad ogni nuova posizione si avrà una nuova sezione 
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fluttuante, altra carena, altro centro di carena. H luogo di tutti questi 
centri è una superficie, che si denomina superficie dei centri di carena, o per 
brevità superficie (C) ; la medesima^ come si rileva evidentemente, è tutta 
compresa nel volume del corpo, e se questo possa galleggiare in tutte 
le posizioni immaginabili, la superficie (C) dev'essere chiusa da ogni 
parte; essa rivolge la concavità verso il centro del corpo, quindi consi- 
derata dal lato opposto, è una superficie convessa (ciò che del resto e- 
mergerà più chiaramente da una osservazione susseguente). I piani delle 
sezioni fluttuanti, o delle isocarene, inviluppano un'altra superficie, che 
chiamasi superficie di fluttuandone, o brevemente superficie (F), la mede- 
sima è pure tutta compresa nel volume del galleggiante, e rispetto ai 
piani inviluppanti, secondo i casi, può essere concava o meno. 

Queste due superficie (C) ed (F) pertanto hanno una definizione 
puramente geometrica bene determinata, e godono proprietà rimarchevoli 
per rapporto all'equilibrio ed alla stabilità dei corpi galleggianti, al cui 
oggetto serviranno i seguenti teoremi. 

Teorema I. — Il punto di contatto del piano di ciascuna sezione flut- 
tuante con la superficie inviluppo (F) è il centro della stessa sessione. 



495. Consideriamo infatti due sezioni infinitamente vicine kx^lx[y 

f^^.m *'^i''< (fig- 123), che 
^ si segano secondo la retta 

x^x\y formando tra loro 
un angolo 6; prendiamo 
questa retta per uno degli 
assi coordinati, l'asse Ox^, 
essendo un punto della 
medesima preso per origi- 
ne, e sia condotto per esso 
nel piano della prima se- 
zione la perpendicolare ad 
x^ x\ costituente il secondo 
asse Ox,, la retta tirata per 
normalmente al predetto 
piano sarà il terzo asse Ox^. 
Le due sezioni isocarene 
determinano due unghie 
opposte allo stesso spigolo 
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x^x[y Tuna emersa kx^x[k'y l'altra immersa Ix^ x[ l\ le quali sono di eguale 
volume, dappoiché aggiungendo alle stesse rispettivamente la parte comune 
rappresentata da kx^x[Vbf si ottengono le due carene corrispondenti alle 
due posizioni del galleggiante, che si sa dover essere dello stesso volume. 
Ciò premesso, indichiamo con tja> un elemento piano della prima 
sezione fluttuante dintorno ad un punto e della stessa, di coordinate x,, x^, 
ed immaginato che questo elemento d tu costituisca la base di un cilindro 
retto elementare terminato all'altra sezione fluttuante, l'altezza dello stesso 

è ee' = x^tan 6, ed il suo volume espresso per x^ticotanO; in conse- 
guenza, per l'espressione dell'intero volume dell'unghia lx^x[V si ha 



// 



x^diù tan 6, 



la doppia integrazione estesa a tutta la porzione lx^x\ della prima se- 
zione fluttuante; si riconoscerà agevolmente che il volume dell'unghia 
kx^x\k\ per la quale le x, sono considerate come negative, ha per e- 
spressione 



— / / x^do) tan6. 



la relativa doppia integrazione essendo estesa all'altra porzione ^x, x^ 
della predetta sezione fluuuante. Atteso l'eguaglianza dei volumi delle due 
unghie si ha 

/ / x^diù tan 6 z= — / / x^dw tan 6, 
donde viene l'equazione 



// 



x^dtù = o, 



la doppia integrazione estesa a tutta l'area della prima sezione fluttuante, 
risultato manifestante che il centro di essa sezione è sulla retta x, x[ d'in- 
tersezione con la sezione infinitamente vicina, ciò che dimostra il teore- 
ma sopra enunciato. 

Per O si designa codesto centro, che coincide col punto di contatto 
del piano della detta sezione fluttuante con la superficie di fluttuazione 
(/*), e la retta x, Ox[ costituisce l'asse di rotazione nel passaggio del 
gall^;giante dalla prima alla seconda posizione. 

Teorema U. — // piano tangente ad un punto C della superficie dei 
centri di carena è parallelo alla sezione fluttuante corrispondente kxjx[. 
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496. Sia, infatti, C il centro della carena corrìspondeote alla se- 
conda sezione fluttuante k'xj'x[ (fig. 123), e sieno I, P ì centri delle 
due unghie, v il volume di ciascuna, /" e F" il centro ed il volume 
della porzione comune alle due carene, rappresentata da kx^x'Vbf poi- 
ché C è sulla congiungente ir\ C sulla 77", si hanno i rapporti eguali 

CI^_v_ CI" _ V 

CI ~ P" cr ~ v"^ 

donde risulta 

C/" CI 



t y 



cr'~ CI 

proporzione che dimostra essere la congiungente CC parallela alla //', 
e diretta nello stesso senso. 

Gò posto, se si fa sempre più avvicinare la seconda sezione flut- 
tuante alla prima, ruotando attorno l'asse x,x[, in corrispondenza C 
si avvicinerà a C, i punti /, 1' restando sempre compresi tra le due 
suindicate unghie; al limite, la retta CC si confonderà con la tangente 
alla superficie (C) nel piano ICI\ ed i punti /, /' cadranno sul piano 
deUa prima sezione fluttuante, la predetta tangente è dunque parallela a 
questo piano, e poiché ciò ha luogo per tutte le tangenti alla detta su- 
perficie dintorno a C, resta cosi dimostrato l'enunciato secondo teorema. 

Conseguentemente, la superficie (C) gode proprietà generali, che qui 
a seguito significhiamo: 

I* Se per uno dei suoi punti C, come centro di una carena indi- 
viduale, si conduca il piano parallelo alla sezione fluttuante che limita la 
carena, esso sarà tangente in C alla superficie (C). 

2* In ciascuna posizione d'equilibrio^ il piano tangente di (C) con- 
dotto pel centro di carena corrispondente a questa posizione, è un piano 
orizzontale, giacché dev'essere parallelo al piano di galleggiamento. 

3* Le rette congiungenti i vari punti della superficie (C) col centro 
di gravità G del galleggiante, sono altrettante normali della stessa super- 
ficie. Infatti, in una posizione d'equilibrio il centro di carena C e il cen- 
tro G del corpo devonsi trovare sopra una stessa verticale, il piano tan- 
gente in C alla detta superficie (C) é orizzontale, quindi la retta CG h 
normale in C alla stessa superficie; in conseguenza, tutte le proprietà 
generali che convengono alle normali delle superficie, appartengono e- 
gualmente alle dette congiungenti. 

4* La superficie (C) è convessa in ciascuno dei suoi punti C, ossia 
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dintorno a questo punto essa è da uno stesso lato del piano tangente 
in C; giacché, questo piano è parallelo alla sezione fluttuante kly h, 
retta //' va da un punto / situato al disotto di quest'ultimo piano ad 
un punto /' situato al disopra, e la retta CC\ dello stesso senso di //', 
al disopra del piano tangente in C, il punto C è al disopra di questo 
piano, qualunque sia la sezione fluttuante k'V rispetto alla kl. 

Definizione dei metacentri. — Consideriamo sempre il galleggiante 
in due posizioni d'equilibrio infinitamente vicine, e condotte pei rispettivi 
centri di carena C, C le normali CJV, C'iV', le quali essendo perpen- 
dicolari ai piani delle sezioni fluttuanti, saranno normaU all'asse x^x[ 
d'inclinazione delle stesse, se si conduce la {x(t' perpendicolare comune 
alle dette normali CN, C N\ la medesima risulta parallela ad x^x[y e 
il punto (t è il metacentro corrispondente a questo asse x^x[. 

Teorema UI. — // metauntro (x è situato in generale tra i due centri 
Af, m di curvatura principale della superficie (C) al punto C, e coincide 
con Vuno di essi M od f«, quando l'asse d'inclina:^one x^x[ è parallelo 
ad una delle dir elioni principali della superficie (C) al punto C. 



497. Prendiamo questo centro di carena C per origine di tre assi 
coordinati ortogonali, l'uno Cx^ sia la stessa normale CN (fig. 124) 

della superficie (C), contando le x posi- 
tive nel senso stesso di CN, e per gli altri 
due assi Cx,, Cx^ si prendano le dire- 
zioni principali in C della superficie, la 
cui equazione riferita a codesti assi sia 
/(x, , X, , Xj) ^ 0, ovvero resa esplicita 
la Xj, e prese le x, , x, per le variabili 
indipendenti, sia 

dalla stessa si deducono i coefficienti dif- 
ferenziali parziali 




t = 



dx 
3 

dx' 



<l = 
d'x. 



dx. 



dx' 



d'x, 






t = 



dx,dx\' '~ dxy 
e dei medesimi si distinguano con l'indice 
zero i valori relativi al punto C, avendosi 



1 
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perciò p^ = y^ = 5^ = o, Tq e t^ essendo positivi, dappoiché pei raggi 
di curvatura principali si hanno 

o o 

sviluppando quindi la funzione f in serie mercè la formola di Maclaurin, 
risulta 

R dinota il resto della serie seguente ai due primi termini. 

Sia C il centro dì carena per la seconda posizione del galleggiante, 
e CN' la relativa normale alla superficie (C), designiamo x,. le coor- 
dinate del punto C, e 51 le coordinate correnti della normale C'N\ 
le cui equazioni sono pertanto 

W p - q - i ' 

conseguentemente la projezione Ch deUa stessa sul piano x, Cx^ ha per 
equazione 

La projezione Ck sul detto piano di (X(a' è perpendicolare in C al- 
l'anzidetta projezione Ch di C'N', si ha dunque per equazione delle Ck, 
dinotate ^[\ ^" le coordinate correnti della medesima, 

(3) /'5:'+?c=o. 

la quale si può anche considerare come l'equazione del piano verticale 
determinato dalla (^C-' e dalla normale CN; determiniamo le coordinate 
del punto (x', incontro di questo piano e della normale C N', che desi- 
gniamo 5-, le quali devono soddisfare ad un tempo alle (2), (3), e per 
cui mezzo si ottiene 

3 3 p -r q 

sostituendo in questa espressione quelle di p t q ricavate dalla (i), viene 

^^^ ^'~ ' ^:^: + <>: + •••' 

ed osservando che la (^ del punto (a' è la stessa di (a, facendo avvicinare 
indefinitamente C a C, e con ciò le x- convergono a zero, designato a l'an- 
golo tra Tasse Cx, e la tangente in C della curva, che segue C nel- 
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ravvicinarsi a C, talmentechè il rapporto x^ : x, tende a tan «, passane 
do al limite dalla (4) si consegue 

rei g — TiL — ^o + ^o^"'' ' — ^^Q^'°^ + <oSen'« 

u; ^3 — ^f* — r» 4- 1^ tan'a ~ r^cos'a + /^sen'a* 

010 o lo 

e si prende il valore positivo, stantechè Cfx. si considera positiva nel senso 
stesso della 5^. 

Da questa formola (5) emerge essere C(a compresa tra CM e Cm, 

ossia tra — ed — , valori corrispondenti ad a = o, ed a = — , e 

'o o ^ 

prende Tuno di questi valori i:r^, iit^y quando la direzione limite di 
ce è una direzione principale della superficie in C; ciò dimostra l'e- 
nunciato 3® teorema. I centri di curvatura M ed m, corrispondenti al 
massimo ed al mìnimo di Cfx., diconsi i metacentri grande e piccolo rela- 
tivi al punto C 

Teorema IV. — Designato I il momento d'inerzia dell'area della se- 
:(ìone fluttuante rispetto all'asse d'inclinazione x^ x[ , V il volume della ca- 
rena, il metacentro corrispondente {x è distante da C della quantità 



(6) CiL = I:F. 

498. Tenute presenti la figura e le designazioni stabilite per la di- 
mostrazione del 1° teorema, si osserva facilmente che l'accennato mo- 
mento d'inerzia / va espresso da 



=//<"-> 



la doppia integrazione estesa a tutta l'area della sezione kxjx[; fu ri- 
levato inoltre che il volume del cilindro elementare avente per base d<ù 

e per altezza ee' = XjtanO, posto nell'unghia lx^x[V (fig. 123), è x^dwtanO, 
quindi considerato esso cilindro come equivalente ad una forza fittizia, 
diretta d'alto in basso, applicata al punto e, si ha pel suo momento ri- 
spetto all'asse x^x[ l'espressione x^dwtanO, e per la somma di simili 
momenti rdadvi a tutta la predetta unghia 



// 



xldia tan 6; 



la stessa espressione ha luogo pel sistema di forze rappresentate dai vo- 
lumi dei cilindri elementari compresi nell'unghia Jfex,Xji', considerate ap- 
plicate ai vari punti dell'area k x^ x\ , e dirette dal basso in alto ; quindi 
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per la somma dei momenti rispetto ad x^x^ di tutte le indicate forze, 
corrispondenti ad ambedue le unghie, si ha l'espressione (estesa l'inte- 
grazione a tutta l'area kxjx[) 

(7) r/'jc^da)tan9=: tane C f x^àfù = /tanO. 

Considerate le due successive carene, immaginiamo che ai vari ele- 
menti della prima, terminata dalla sezione fluttuante kxj x\ sieno appli- 
cate altrettante forze verticali/,, /, , ..., agenti dal basso in alto (fig. 125), 

analogamente alle so- 
praindicate per l'un- 
ghia k X, x^k'y le qua- 
li forze fittizie hanno 
una risultante eguale 
alla loro somma, e- 
quivalente al volume 
F, ed applicata nel 
centro C, che sia rap- 
presentata dal vetto- 
re CT; supponiamo 
inoltre applicate ai 
vari elementi della se- 
conda carena, termi- 
nata dalla sezione flut- 
tuante k'xj'x[y al- 
trettante forze fittizie 
verticaU /', /", . . . , 
similmente alle pre- 
cedenti, però tutte a- 
genti in contrassenso, 
doè dall'alto in basso, le medesime hanno una risultante del medesimo 
valore assoluto F, applicata al centro C in senso opposto all'applicata 
in C, e rappresentata dal vettore C F' ; esse due forze C F, C P per- 
tanto costituiscono una coppia equivalente a tutte le anzidette forze fit- 
tizie applicate ai vari elementi delle due carene; ma poiché di codeste stesse 
forze quelle che sono applicate ai vari elementi della parte comune delle 
due carene, rappresentata da k x^ x[ V t, si elidono scambievolmente, non 
rimangono che le sole corrispondenti alle due unghie sopraindicate, il cui 
momento rispetto all'asse x^x[ è il designato (7). 
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Questo momento dev'essere eguale a quello dell'anzidetta coppia 
projettata sopra un piano perpendicolare ad x^x[y perciò perpendicolare 
a [a(a'; s'immagini questo piano w condotto per la normale CN e pa- 
rallelo alla O N\ sia projettato in esso (fig. 1 24) il punto O in C[ , e 

da quest'ultimo tirata la perpendicolare C[D alla CN, sarà DC[ il brac- 
cio della coppia projettata, quindi si ha 



/tane= V.DC[; 

si osserva d'altro canto che la retta C[Nl projezione della C N' sul piano 
w, forma con C N m [f. l'angolo 0, e pel triangolo if'D C[ si ha 

DC[ = Z)(A. tan6, quindi pjr la precedente equazione viene 



e facendo convergere C a C, la Dfx. convergerà a C(a, dunque risulta 
al limite 

ossia l'equazione (6)y e l'enunciato teorema resta cosi dimostrato. 

Quando col variare di posizione del galleggiante l'asse d'indina- 
zione X, x[ gira attorno il centro della sezione fluttuante primitiva, il 
momento d'inerzia 1 varia, e il punto (t cangia di posizione sulla nor- 
male CN; dietro ciò che precede, questo punto è costantemente com- 
preso tra il grande e il piccolo metacentro, e si confonde con l'uno di 
essi, allorché la direzione limite di C C coincide con una direzione prin- 
cipale della superfìcie (C) al punto C. 

Costruendo l'ellissoide d'inerzia dell'area della sezione fluttuante re- 
lativa al punto 0, si rileva più agevolmente il variare del momento d'i- 
nerzia / per rapporto ad assi X^ 0X[ situati nel suo piano, passanti pel 
centro 0; l'ellissoide ha per piano di simmetria il piano della sezione 
fluttuante che la sega secondo un'ellisse, l'ellisse centrale d'inerzia, e le 
direzioni dell'asse d'inclinazione, che danno i momenti d'inerzia massimo 
e minimo corrispondono al piccolo ed al grande asse di detta ellisse, in 
conseguenza dinotati /, , /, il minimo ed il massimo di /, il piccolo ed 
il grande metacentro trovansi ad altezze sulla normale C N espresse per 

(8) Cm = I^:F, CM=I^:F; 

la sola conoscenza dunque della sezione fluttuante permette di determi- 
nare le posizioni del piccolo e grande metacentro, e le direzioni princi- 
pali della superficie (C) al punto C. 
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499. Riassunto. — Ricordando l'essenziale precedente, riassumiamo 
qui a seguito le condizioni d'equilibrio e di stabiliti dei galleggianti: 

In una posizione d'equilibrio la parte immersa del corpo costituisce 
la carena, il cui volume eguale a quello del fluido spostato è F = P : tc, 
essendo P il peso totale del galleggiante, e 1; il peso specifico del fluido 
spostato, che in generale è lo stesso di tutto il fluido in cui il corpo 
galleggia. Sia C il centro della carena, G queUo del corpo, questi due 
punti C Q G devonsi trovare sopra una medesima verticale, ossia sopra 
una perpendicolare al piano di galleggiamento, perpendicolare perciò alla 
sezione fluttuante, la quale è altresì normale in C alla superfìcie (C) dei 
centri di carena. 

Il centro dì carena corrispondente ad una posizione d'equilibrio è 
dunque il piede di una normale condotta dal centro di gravità G alla 
predetta superfìcie, e reciprocamente a ciascuna normale GC condotta 
da G alla superfìcie (C) corrisponderà una posizione d'equilibrio, che si 
ottiene immergendo la carena, di cui il centro è il piede C della normale 
considerata. In questa posizione il centro di gravità G può trovarsi al 
disotto di C, ovvero al disopra, e fra le posizioni cosi ottenute le une 
sono stabili, altre instabili. 

Supposto che il corpo sia allontanato infinitamente poco dalla posi- 
zione d'equilibrio, e in tal modo che la carena conservi lo stesso volume 
Ff sia x^x\ (fìg. 123) l'asse d'inclinazione corrispondente, k'xj'x[ la 
novella sezione fluttuante, O il nuovo centro di carena, C N' la nor- 
male alla superficie (C), la quale normale sia projettata iu CIN[ (fig. 124) 
sul piano condotto per CN perpendicolare all'asse d'inchuazione x, x[, il 
metacentro fi sarà pertanto all'incontro di C[N[ con CN; e se si con- 
sidera la curva C C, C^ . . . risultante dall'intersezione del detto piano di 
projezione con la superficie (C), di cui è CC^ un elemento, il punto fx. 
sarà il centro di curvatura di esso elemento, dappoiché [a C = pi C, . 

Nella novella posizione il corpo è sollecitato dal suo peso P appli- 
cato in G, e dalla spinu Q del fluido, eguale ed opposta a P applicata 
in C, le quali due forze costituiscono una coppia ; si rileva intanto che 
se fosse G al disopra di (jl, la coppia (P, Q) tenderebbe ad allontanare 
il corpo ancora più dalla sua posizione d'equilibrio preesistente, bisogna 
dunque che fosse G al disotto di (jl, afiìnchè l'equilibrio sia stabile; e 
poiché ciò deve aver luogo per tutte le direzioni, che possa prendere 
l'asse d'inclinazione x^ x\ , bisogna pertanto che G cada al disotto del pie- 
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colo metacentro, sicché una condizione della stabilità d'equilibrio del gal- 
leggiante va espressa dall'in^uaglianza 



(9) CG<^. 

È evidente dunque: i°. — Se il centro di gravità G del corpo è al di- 
sotto del metacentro {^, ossia del centro di curvatura dell'elemento C C^ , 
il galleggiante tenderà da per sé a ricondurre la normale CN nella sua 
posizione verticale primitiva, e l'equilibrio è stabile. 2°. — Se lo stesso centro 
di gravità G sia al disopra di (jl, il galleggiante si allontanerà ancora 
dippiù dalla posizione primitiva d'equilibrio, la C iV semprepiù allontanan- 
dosi dalla posizione verticale preesistente, l'equilibrio allora sarà instabile. 
3**. — Infine, se il centro di gravità G cadrà in pt, l'azione perturbatrice del 
galleggiante sarà nulla, e il corpo manterrà inalterata la sua posizione, 
ossia non sarà sollecitato a girare attorno l'asse rappresentato dal punto 
(A, e l'equilibrio in tal caso dicesi indifferenU, 

Nel primo caso il centro di gravità G é più vicino al centro di ca- 
rena corrispondente C, che rispetto ad ogni altro punto C^ della curva 
CC^C^ ... ; nel secondo caso G é più lontano da C che alcuno dd 
punti C, , C,, ... (supposti sempre questi assai vicini da C); nell'ultimo 
caso infine, essendo cioè G coincidente con (£, le distanze pi C, p. C, sono 
eguali tra loro. Donde risulta il seguente Teorema dovuto a Dupin : 
Confroniando una pos^iotic d'equilibrio di un galleggiante con le posizioni 
vicinissime, che gli si può far prendere, la distanzia dd suo centro di gravità 
dal corrispondente centro della carena è un minimo od un massimo, secondochè 
l'equilibrio sia stabile od instabile, nell'equilibrio indifferente questa distanzia 
è costante. 

In conseguenza, più il centro di gravità del galleggiante si eleva, più 
la stabilità diminuisce, ed al contrario più si eleva il metacentro p., più 
cresce la stabilità (per maggiori sviluppi confr. la succitata Memoria di 
Dupin). 

V. — Equilibrio di un fluido cmiogeneo isotermico ruotante 
attorno un asse fisso con moto uniforme. 

500. EdUAZiONE D'EauiLiBRio. — Sia preso l'asse fisso per uno d^li 
assi coordinati ortogonali, l'Ox^, gli altri due assi Ox, , Ox^, perpendi- 
colari tra loro e ad Ox^, essendo mobili insieme alla massa fluida; desi* 
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gnate o) la velocità angolare della rotazione, p la densità costante del 
fluido, se dello stesso si considera un elemento di massa dm, fissato di 
posizione delle coordinate x. , la sua distanza r dall'asse fisso è tale, che 
r* = xj -j- X* ; il medesimo, oltre della forza di massa, le cui componenti 
secondo gli assi coordinati sono X^, è animato dalla forza centrifuga, 
che tende ad allontanarlo dall'asse fisso, l'intensità della quale è espressa 
da (ù^rdm, e le componenti secondo i detti assi Ox,, Ox,, Ox^, con 
riguardo al verso in cui agiscono, sono (ù^x^dm, ca'x^^m, zero, quindi 
relativamente all'unità di massa sono co'x^, w'x,, zero. 

Dietro le premesse indicazioni, per l'equazione d'equilibrio della massa 
fluida in considerazione, (2) del § 485, si ha 

(I) dp = p[(X. + <.'x,)dx, -f (X, + a,';:Jdx. + X,dx,], 

ed integrando, attesoché è p costante, si consegue 

(2) p = ffx x,dx, + ^p«'(x; + *:) + e, 

C è la costante d'integrazione, l'integrale di ^X.dx^ esteso a tutto il 
volume F del fluido, di cui è data la massa M =1 Fp, 

Supponiamo che si tratti in ispecie di un liquido pesante, che ruota 
attorno un asse verticale ascendente Ox^, in questo caso per la forza 
di massa unitaria si hanno le componenti X^ = X^ = o, -X^ = — ^, es- 
sendo g l'accelerazione dovuta alla gravità agente in contrassenso ad Ox, , 
per l'equazione (2) viene 

(3) P=f[^ix\ + <')-gx,-¥cl^, 

posta C = p e, essendo perciò e una costante. 

Se la superficie della massa ruotante sia libera, o sottoposta ad una 
pressione costante in tutta la sua estensione, la medesima è una super- 
ficie di livello, ed ha per equazione 

(4) ^\< + <)-^gx. = Cy 

e è la relativa costante, la quale equazione manifesta essere la figura 
permanente, che prende il liquido, un paraboloide di rotazione attorno 
l'asse fisso verticale Ox^; la costante e va determinata conoscendosi la 
coordinata x == i del vertice del paraboloide, risultando e = — 2gb, 
ed è nulla, se per l'origine O delle coordinate si prende l'accennato ver- 
tice del paraboloide, avendosi allora per l'equazione (4) 
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(5) ^. + xl ^-i^x^y ovvero x^ = — r , 

le parabole meridiane hanno pertanto 2^: co' per parametro comune. 

Supponiamo, per maggiore specificazione del caso, che si abbLi un 
vaso cilindrico circolare di raggio Ry posto verticalmente, e scoperto alla 
parte superiore, in esso sia contenuto un liquido pesante sino all'altezza 
h sul fondo, il cui volume perciò è wjR*/?; si faccia girare codesto vaso 
attorno del suo asse verticale, preso per Tasse Ox^, con moto uniforme 
di velocità angolare a>, in conseguenza il liquido alla parte superiore 
prenderà la forma cava di un paraboloide di rotazione, avente per equa- 
zione la (5), cioè 

X, = — r ; 

e la porzione di liquido compresa tra detto cavo e la parete del vaso è 
di volume dato dall'espressione 



I 2wXjrar = / r^dr = 

•/ o o •'o 



4g 

Preso il centro del fondo del vaso per origine delle coordinate, l'e- 
quazione del paraboloide è la (4), in cui e = — ^gby essendo b la di- 
notata altezza del vertice, quindi la porzione di liquido entro il vaso, che 
sta al disotto di detto vertice è wjR'i, ed essendo il volume totale del 
liquido TcR^by bisogna dunque che sussisu l'eguaglianza 



itR'h = 

donde si trae 

b-h '"' R\ 
4g 


4g 
, c-—R'-2gh, 


e per l'equazione (4) viene 


2 


(6) «'(xJ + xD- 


2?X, - 2 ^* 2^*, 


Hnv^nHn i»<.«pr#k r.»* y^ ^" 





— R' ' 

501. Le forze di massa agenti sul fluido ruotante essendo 
FORZE newtoniane. — Supponiamo che gli elementi della massa fluida 
si attraggono scambievolmente secondo la legge Newtoniana, e che la 
superfìcie sia libera, o che la pressione sulla stessa abbia in tutta k esten- 
sione un valore costante dato. Stante quest'ultima condizione, essendo 
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dp = Oy dalla (i) del § prec. viene per l'equazione differenziale della 
superficie della massa ruotante 

(7) (X, + ^*x,)dx, + (X, -f <»^x,)dx, + X^dx^ = o; 

intanto, dinotata 4> (jc, , x^ , x^) = o la stessa equazione, tutti i punti 
della superfide devono verificare l'equazione differenziale 

esteso il sommatorìo X ^^ * = ^» ^» 3> confrontata questa con la (7), 
risultano l'eguaglianze dei rapporti 

(X, + (ù xj : -j — = (a, + <à X) : -= — = A, : j — , 
Vii *^ dx^ ^ t^ ^^ dx^ ^^} 

la funzione 4> (x^ , x^ , x^) dovrebbe dunque essere determinata di ma- 
niera a verificare queste eguaglianze, che costituiscono due equazioni dì 
condizione pel caso in esame. 

Però le componenti X. dell'attrazione dipendono dalla medesima fun- 
zione ^ in modo complicato, e perciò non si è riusciti sinora a risolvere 
la quistione di una maniera generale, limitandosi soltanto a verificare 
se, per valori di co compresi tra certi limiti, la massa fluida possa assu- 
mere e mantenere una forma ellissoidale, di cui un asse principale coin- 
cida con l'asse di rotazione. 

Si dinotino a. (i = i, 2, 3) i semiassi della figura ellissoidale, che 
per maggiore generalità supponiamo ineguali, e sia preso il centro 
per origine delle coordinate, gli assi Ox^ coincidenti con gli a^ di pari 
indici, quindi Ox^ asse di rotazione coincidente con a^, e siano Afta 
massa, p la densità del fluido, quantità date; riprendendo le formole (io) 
del § 180 per esprimere le componenti X^ della forza di attrazione, che 
l'ellissoide esercita su di un punto A di coordinate x-, interiore allo 
stesso o sulla sua superfìcie, con riguardo al senso positivo di dette com- 
ponenti e delle coordinate, scritta in esse formole X invece di I, posta 
altresì per brevità 

e stantechè M = -ja^a^aj-Tcp, si hanno 

quindi X^ = — Pi^^'y fatta sostituzione di queste espressioni nella (i) 
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del prec. §, risulta per le superfìcie di livello l'equazione diiFerenziale 

(«» - P,)xjx^ + (co' - P;)xjx^ - P.x^dx^ = o, 
ed integrando, dinotata y C la costante, si ottiene l'equazione 

(9) («* - p,)x', + (<»' - p.)*: - p,*! = e, 

manifestante che dette superficie di livello sono ellissoidi omotetiche con- 
centriche. 

Affinchè Tellissoide ruotante sia una figura d'equilibrio, la sua super- 
ficie perciò compresa nella famiglia (9), bisogna che sussistano le relazioni 

(10) < (P. - «0 = al (P, - 0,») = a; P, . 

donde si ricavano 



a_ <P, — ^[P, 



^-= \i-j ^ ^ <^:(^.-^a)+«-o^;p, = o, 



e da queste, sosdtuendovi l'espressioni delle P^ fornite dalle (8), vengono 
le due equazioni 

l'ultima delle quali si decompone in altre due, cioè l'una a\ — ^1 = o, 
donde a, = /i^ manifestante che l'ellissoide possa essere di rotazione at- 
torno l'asse 2a^y t l'altra, potendosi riferire all'ellissoide a tre assi me- 
guali, è 



— Ti— = O. 

-4- À IV 



502. Primo caso, l'elussoide essendo di rotazione. — Trattiamo 
da prima questo caso, in cui la superficie della massa fluida ruotante 
abbia per equazione 

I J 

le componenti X^ della forza di attrazione, che un ellissoide di rotazione 
esercita sopra un punto A di coordinate x^ , interiore o sulla sua super- 
ficie, sono fornite dalle (14) del % 181, e poiché posta l'ausiliaria 

a — a 
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con la stessa si consegue la trasformata 



i/5r3r^>°g-H — a, — ) 



in cui t = f^ — I, per le dcate (14) del § 181 vengono 

X. X, .21tp(l+**)/ . * \ D 



(15) . X 



- — =/ '^^5 ^ (t — arc.tang.fe) = P., 
e di seguito si hanno 

A , = — -P, ^, > -^a = -^i ^a > -^j ^^ — -^J ^3 • 

Stantechè nel presente caso per la prima (io) risulta P, = P^, k 
(9) ^^ P^^ l'equazione delle superficie di livello 

(16) (P,_«')(;cj + *:) + ?,*; = e, 

rilevandosi che le medesime sono ellissoidi dì rotazione attorno Px^ omo- 
tetiche concentriche, ed alle quali appartiene la superficie della massa ruo- 
tante in considerazione. Relativamente a quest'ultima si ha 

e poste per P^, P^ l'espressioni (15), ed i -|- fc* per -~-, risulta l'equa- 

5 

zione di condizione 

^ \ a>* ( 3 + fc') are. tang. k — 3 ik 
(»7) 57^ = k^ '- > 

mediante la quale si determina k, allorché sono date <>> e p, di s^tto 
si ottiene il rapporto 

^ = frTT 

dei semiassi della superfìcie del fluido ruotante, e poiché dello stesso de- 
v'essere dato il volume V, pei valori dei semiassi si conseguono 

ì 3 
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Discussione dell'equazione (17). — Sostituendo ad are. tang. Jfc il 
suo sviluppo in serie, dietro riduzione si ottiene 

a 



^^^^ 3/-«P ~ ?^ ^^' '(2n4- i\(2n -4- ?ì*"' 



^^—=f(- iV- il. 

2/icp 4-^ '^ (2n+i)(2«+3) 

donde s'inferisce che l'ellissoide di rotazione dev'essere schiacciato nel 
senso di la^y altrimenti se fosse a^ <C ^3 > ci^^ l'ellissoide allungato, per 
la (14) k^ risulterebbe negativa, il secondo membro della (19) risulte^ 
rebbe quantità negativa, divenendo una serie a termini negativi e conver- 
gente con ib <C I, perciò l'eguaglianza (19) sarebbe insussistente; l'el- 
lissoide allungato dunque non può essere una figura d'equilibrio del fluido 
ruotante. 

Dinotato (f(k) il secondo membro della (17), sicché sta 



tt' 



(20) -^ = (p(Jb), 

per la sua derivata viene 

posta la funzione 

« (*) = (it» 4 1)(*- + 9) ~ ""' '*°^' *' 

di cui la derivata è 

Dalla (19) e dalla stessa (17) si desume che ^(k) si annulla per 
t = oefc = oo;si riconosce d'altro canto che il segno di 9' (k) dipen- 
de da quello di 6 (ft), la quale si annulla per Jb = o, ed ha il valore 

*— per i = 00 ; quanto a 6' (i), da prima positiva, si annulla per 

k = /J, indi si mantiene negativa ; da ciò risulta che 6 (k), partendo da 
zero, è da prima positiva, e cresce fino ad un certo massimo corrìspon- * 

dente a t = /J, poscia decresce costantemente sino a ; essa funzione 

dunque si annulla una volta per un certo valore V più grande di ^^ 
il cui calcolo dà V = 2, 5293 . . . , la 9' (A;) in conseguenza si annulla 
una volta per k-=^k\ ed a questo valore corrisponde per 9(i) un massimo 
9 (i') = 0, 22467 . . . 

Dal precedente esame pertanto risulta : i^. — Se il primo membro della 
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(17), ossia --f — ha un valore maggiore di o, 22467 non esiste alcun 

ellissoide schiacciato per figura passibile d'equilibrio del fluido ruotante; 
od in altri termini, quando il movimento rotatorio è troppo rapido, l'equi- 
librio è impossibile con la figura di un ellissoide di rotazione. 2^. — Se 

— ^r — <[ 0,22467, si trova per k due valori reali, separati dal valore 

2,53, cioè k^ <ik\ ib,]> k\ vi sono pertanto due ellissoidi di rotazione 

schiacciati quali figure possibili d'equilibrio. 3® — Se —z — = 0,22467, i 

due ellissoidi si confondono, ossia la quistione ammette una sola soluzione. 

503. Secondo caso, la superficie del fluido essendo un'ellis- 
soide A TRE assi. — L'equazione della stessa è perciò 

il sommatorio ^ esteso ad i = i, 2, 3, e poste 

(22) ^=^, |-=-^,^=«;x,A=»/(i+x)(i + ,x)(i+tx). 

3 3 

essendo x una nuova variabile d'integrazione, avente gli scessi limiti di 
X, la prima (ii)ela(i2)si trasformano nelle 

r \ <^' _ r xdx 

r* xdx r^x^dx 

(24) ^'~^~'Vo "ÀJ'~'V, -sr- = o- 

Per quest'equazioni devonsi determinare ^ e / in funzione di a» e p, 
emergendo dalla (24) dover essere 5 -f- / <[ i, altrimenti le due parti 
del primo membro sarebbero negative, giacché 5 e i sono essenzialmente 
positive, e la somma non potrà essere nulla; dalla stessa condizione 
f -f. / < I risultano i < i, < < i, in conseguenza a, ]> tf,, fl, >■ fl,, 
ossia l'asse attorno del quale l'ellissoide gira è il più piccolo; e dietrochè 
saranno determinati 5 e /, si otterranno i valori dei semiassi dell'ellissoide 
per l'espressioni 



(25) 



, 3 Afvr , 3 mvt , 3 M^t 

(j = ~i- . — 1— a' = -=- • , a' = — ^ • — - — . 

' 4 «ff * 4 Ktf ' 4 np 
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Discussione d£Ll'eq.uazioni (23), (24). — Si osserva anzituttx) che 
la seconda stabilisce una relazione tra 5 e 1, di modo che, data Tana di 
queste quantità, per la stessa equazione si determina l'altra; proveremo 
intanto che supposta data / tra o ed i, la medesima equazione darà sempre 
per s un valore, ed uno solo compreso tra gli stessi limiti. 

Si rappresenti con F il suo primo membro, osservando essere F 
funzione simmetrica in 5 e ^, e considerata s quale funzione di /, si ha 
per la derivata 
. ^. dF , dF ds , , ds dF dF 

(^^) dT + 17:3T = ^' ^^^^^ dr = -Tt'H> 

perciò ciascuna delle s, t figura direttamente in F\ mdirettamente per \ 
e poste le ausiliarie 

^0= r *^aì*^ [» + (3 - ^ - i)=^-six^]dx, 
(27) ^ , 

le quali sono altresì simmetriche in i e ^, si hanno le derivate parziali 

Alla A'^ si può dare altra forma manifestante d'essere quantità es- 
senzialmente positiva; infatti, integrando la differenziale 

À[^y^] = '-^^^ + (5 + . + ox - >..«-- 5..n 

tra i limiti o ed 00 di x» si ha l'equazione 

(29) o = jr^^^^±-^[4 + (3 + i + 0*-2f/x'-35*x']d*, 

e sottratta la medesima dalla prima espressione (27), risulta 

(,o) A, = £ ^"^^1^ ^) (I - 5 ~ t + stx^)dx, 

dalla quale emerge, poiché i — 5 — ti positiva, che il secondo membro 
sia positivo, e positiva quindi la A^y qualunque sieno i valori di 5 e / 
tra gl'indicati limiti. 

Con questa espressione di ^^ e la seconda (27) formiamo la 

dalla quale risulta parimenti essere 2A^-\- $A^ essenzialmente positiva. 



■ 

I 
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Le derivate (28) si possono scrivere 

df . / 2 \ t 

d 

df 
d 

rilevandosi essere le medesime negative, perciò è F una funzione decre- 
scente di 5 e di ^ 

Poniamo in essa funzione successivamente i valori limiti o ed i per 
5, vengono rispettivamente 

^=0-0/ T T^P = -n 1» 

risultandone che al variare di / tra o ed i, la prima espressione si mantiene 
positiva^ la seconda negativa, quindi facendo crescere idaoad i^laF 

dF 
passa dal positivo al negativo, e come è sempre ,— <[ o, risulta d'esservi 

un valore di / tra o ed i, ed un solo, che annulla F; dunque l'equaàone 

(24) ammette sempre una radice 5, ed una sola, compresa tra o ed i. 

Nella stessa equazione sia considerata 5 quale funzione di /, dalla 

derivata (26) risulta essere -jy negativa, giacché le -j— , -j-- sono en- 
trambe negadve; ne segue che crescendo / da o ad i, la 5 decrescerà 
costantemente da i a o, dappoiché emerge dalla medesima (24) che per 
/ = o si ha 5 = I, e per / = I viene 5 = 0, dunque avverrà che am- 
bedue avranno un certo valore comune u, e si possono in cons^uenza 
porre a confronto le seguenti coppie di valori 

(3O O=0i ^=0> 0<«*> ^>«)> (^=^» ^=«*)> (S>^> ^<^)y 0=i> ^=0); 
codesto valore u comune ad 5 e / si può conseguire dalla medesima (24), 

ossia dall'equazione 

(32)(i-2«) r — =^ «' r — '^ — =0. 

Passiamo in secondo luogo allo esame dell'equazione. (23), e per 
brevità si rappresenti con H il secondo membro, cioè si ponga 

(33) " - ^' £ jTTT^h^ni^x' 

e si osserva essere H funzione simmetrica di 5 e /; intanto, considerata 
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s quale funzione di / definita per l'equazione F = Oy h H diventa fun- 
zione di t, quindi per la sua derivata si ha 

di ~ di '^ ds ^ di' 
e di seguito, stante la (26), si ottiene 

^^^^ ds' dt ~ ds' di dt ' ds ' 

D'altro canto, dalla (33) si deduce 

aggiungendo alla prima (27) il doppio della (29) si ottiene 

con questa espressione, e posta 



si ha 



Ls = £--i^.,. 



3^='h + ('-T>]- 

scambiando s e t viene, essendo A^ t B simmetriche in s e i^, 

. dF dF 
Sostituendo queste espressioni, e le precedenti (28) di -j— , -7- nella 

(34), moltiplicata per — 3, dietro riduzione si ottiene 

od anche 

ed essendo il moltiplicatore di (5 — /) positivo, giacché B è essenzial- 
mente positiva, e come si è dimostrato sono positivi A^, 2-4^ + 3'^i> 

d P ìì M 

5 -|- (1 — s)ty essendo altresì positiva la ^— , pertanto -7- avrà lo 

stesso segno di (s — t); dalla tavola (31) poi emerge che (5 — t) è 
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positiva per i <^u, e nativa per f ^ u, ne s^ue dunque che, tra i li- 
miti o ed I di /, la ff raggiunge il suo massiiiK) if , per / = m. 
Rbulta in cons^uenza che se 

l'equazione (23) sarà impos^bile, quindi non potrà esservi alcuna figura 
d'equilibrio pel fluido in considerazione; al contrario, se sia 

(36) -^ < H., 

la detta equazione sarà verificata per due valori di i, Tuno f <^ u , e 
l'altro i" ^ u; dinotati s\ s" i valori corrispondenti di Sy dappoiché le 
(23), (24) sono ambedue simmetriche in 5 e /, se 5 = 5', / = T costi- 
tuiscono una soluzione, un'altra sarà 5 = t', ^ = s'y cioè a dire si avranno 
s" = t\ t" = 5'; adunque non v'è che una sola soluzione, ossia un solo 
ellissoide a tre assi è compatibile nell'indicato caso dell'in^uaglianza (36); 
infine, se si ha 



to' 



(37) 17^ = ^- 

i valori di 5 e < sono eguali ad u, e l'ellissoide è di rotazione. Calcobte 
u ed H^ con sufiiciente approssimazione, si ottengono 

u = 0,3396 . . . , ^, = 0,18709 ... *). 

Riassunto. — Possiamo ora riassumere come s^ue i risultati delle 
precedenti discussioni in riguardo alle figure d'equilibrio possibili per una 
massa fluida omogenea ruotante attorno un asse fisso con moro uniforme, 
essendo i suoi elementi sottoposti a forze Newtoniane, e la superficie 
libera, o sopportante ovunque una pressione costante: 



a>* 



I® Se —? — ]> 0,22467, non esiste alcun ellissoide di rotazione 
2/wp ^ ^ '^ '* 



schiacciato. 



a>* 



2® Se — 7 — <C 0,22467, ne esistono due. 

2/wp ^ » f '» 



CO* 



z^ Se — 7 — = 0,22467, ne esiste un solo. 

^ 2fltf ^ " 



*) Confr. per questo calcolo, e per altri maggiori sviluppi il Trattato di Mecc 
celeste di Tissbrand, L II, cap. 6^ e 7®. 
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Gli ellissoidi di rotazione allungati in nessun caso sono compatibili 
per una massa fluida finita. 

4*^ Se — -z — <r 0,18709, oltre ai due menzionati ellissoidi schiacciati, 

ne esiste uno a tre assi. 

504. Teorema di Poincaré. — A compimento del precedente esame 
riportiamo un importante teorema dell'illustre mentovato geometra: 
L'equilibrio di una massa fluida, ruotante come si è detto, è impossi- 

bik con qualsiasi figura, se —z — ]> i. 

Cioè a dire, in questo caso la risultante delle forze, normale alla 
superfìcie <r del fluido, sari in certi punti diretta non verso l'interno, ma 
sibbene verso l'esterno, di guisa che il fluido sarà slanciato infuori, am- 
menoché una pressione normale a (t, esterna e sufficiente in contrassenso, 
si apponga a questo movimento centrifugo. Il teorema sussiste anche se 
la massa ruotante sia sottoposta ad attrazioni emananti da masse este- 
riori estranee al moto rotatorio del fluido. 

Ritenute tutte le precedenti designazioni e convenzioni, dinotiamo IV 
il potenziale della massa fluida in un punto M della stessa di coordinate 
x^, interiore o posto alla superficie, e dinotiamo W il potenziale delle 
masse esteriori sullo stesso punto Af ; la forza Newtoniana applicata al- 
l'miità di massa in quel punto, ha per projezioni sugli assi coordinati 

^dW ,.dW' ^. 

^7^+^-5^ = 1.^.3). 

e quelle della forza centrifuga (^ 500) sono 



«^x,, <ù^x^, o; 



conseguentemente, posta 



le projezioni sugli assi coordinati della forza, rapportata all'unità di massa, 
agente suU'indicato punto M, sono le derivate prime della funzione 17. 
Per la superficie <t del fluido, che è una superficie di livello, si ha 
U z=i costante, e la forza applicata all'unità di massa posta sulla mede- 
sima <T è normale alla stessa, la dboteremo -r— , prendendo la derivata 
secondo la normale esteriore a <t; ora per la formola (7) del § 440, che 

F. Calsakisa. — M§(€amica, toI. III. la 
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è un caso particolare di quella di Green» surrogandovi all'indice S d'in- 
tegrazione la lettera F, con cui designiamo il volume del fluido» si ha 



l^"-'''=r-n''- 



e poiché per le formole (8) e (7) del § 190, conformate alle attuali 
designazioni» si hanno 

avendosi d'altro canto A (xj -f- x*) = 4, rìsuluno dunque 

A t/ = 20)' — 4/wp, féi U.dF= (20)' — 4/wp)F, 
e per la precedente eguaglianza 



(."• - Ai'ùi' = f^i'- 



Questa dimostra che se w' > 2/w p, Tintegrale del secondo membro 
esteso a tutta la superficie del fluido dev'essere positivo ; in conseguenza» 

la -1 — dev'essere positiva in certi punti di essa superficie, e la risultante 

delle forze in ciascuno di quei punti si trova diretta non verso l'interno, 
ma verso l'esterno» producendosi pertanto lo slancio centrifugo del fluido. 

Osservazione. — La figura d'equilibrio eDissoidica ammette come 
caso limite il cilindro ellittico indefinito, da potersi considerare come ori- 
ginato dall'ellissoide quando» lasciad costanti due assi» si faccia crescere 
il terzo sino a diventare infinitamente grande (confr. Tisserand» Opera 
dt. cap. 7^» pag. 107). Se invece, pure mantenendo costanti due assi» 
si fa decrescere il terzo in modo continuo, sino a divenire infinitamente 
piccolo, in corrispondenza l'ellissoide assumerà forme più schiacciate» sino 
a ridursi ad una ellisse» conseguentemente sorge la domanda: 

La figura d'equilibrio ellissoidica, che ammette come caso limite la fi- 
gura cilindrica, ammetterà come caso limite opposto la figura ellittica? 

Tale problema è stato trattato dal Dott. Filadelfo Insolera in una 
rilevante Nota comunicata al Circolo Matematico di Palermo nell'adu- 
nanza 22 novembre 1903 (Rendiconti, t. XVIII» 1904). 



CAPITOLO QUINTO. 

IDRODINAMICA. 



I. — Equazioni del movimento dei fluidi perfetti, 

varie loro forme. 

505. L'Idrodinamica, come fu detto nell'Introduzione al Corso 
pag. IV, ha per iscopo lo studio del movimento dei fluidi. Nei 5S 4^2, 
483 sono state rilevate le loro primarie proprietà, che riteniamo qui come 
nuovamente specificate, particolarmente quelle riguardanti i fluidi perfetti, 
ai quali circoscriviamo lo studio, proprietà che sussistono e nello stato 
d'equilibrio e nel movimento. 

Ciò posto, considerati i fluidi come sistemi continui, è conseguente 
che al movimento degli stessi convengano l'equazioni del § 477 riguar- 
danti il moto dei sistemi continui in genere, però con le modificazioni 
risultanti dalle proprietà specifiche dei fluidi, ed in particolare dei fluidi 
perfetti; pertanto, relativamente alle (21) del citato § si deve osservare 
che, riducendosi l'equazioni del moto ad equazioni d'equilibrio in dipen- 
denza del principio di D'Alembert, come fu osservato nel § 485, gli 
sforzi specifici tangenziali designati T^^, T^^, T^^, T^^, T^^, T^^ sono 
nulli, e gli altri r„, T^^, T^^ sono eguali fra loro, ed alla pressione p, 
che sopporta tutto dintorno l'elemento fluido in considerazione; sul quale 
si suppone che agiscano nelle direzioni degli assi coordinati le forze di 
massa X-dm, sicché per le menzionate equazioni, (21) del § 477, si 
hanno 



<o ,^ = K^- 7?) 



(t=I, 2, 3). 
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Le X. y py p sono funzioni uniformi, continue e finite delle variabili 
X. e / in tutta l'estensione del fluido ; la /) ha finite le sue derivate parzbli 
rispetto alle x., come risulta delle stesse (i), essa è positiva o nulla nel 
fluido, e parimenti positiva è la densità p ; inoltre con le stesse equazioni 
(i) devono coesistere: 

i^ L'equazione di continuità, (4) del § 458, 

in cui D è il determinante (3) dello stesso §, la quale equazione si può 
anche presentare nella forma (7), od (8) 4i detto §, cioè 



le v^ essendo date dalle (5) del medesimo %• 
2® L'equazione caratteristica, (3) del § 483, 

(4) /(P. P, «) = o 

tra la pressione p nel punto considerato della massa fluida, la densità p 
della stessa, e la temperatura 6 in quel punto. 

3^ Un'altra relazione, che occorrerà trovare in ogni caso particolare, 
fra 6 e le sudette X., />, p, affinchè si abbiano nel numero bbognevole 
l'equazioni necessarie e sufficienti alla determinazione delle indicate sei 
quantità in funzione delle x^ e t. 

Allorché il fluido è isotermico in tutta la massa e durante il movi- 
mento, dalla (4) risulta essere p funzione di /?, e reciprocamente; por- 
remo pertanto 

e dì seguito vengono le relazioni 

In questo caso trovansi i fluidi incompressibili o liquidi a tempe- 
ratura costante; pei quali, se siano omogenei, quindi p costante, la (3) 
riducesi a 

(7) X3t = °' 

e se il liquido fosse eterogeneo, la densità di ciascuna molecola pure non 
variando, tuttavia la p sarebbe funzione delle x. e /, perciò avrebbe luogo 
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— ^ -•- ^ — ^v.. = o, 



Tequazione 

(8) ^+7 y~- , 

e per una stessa molecola la (3) si ridurrebbe sempre alla forma (7). 

Hanno luogo altresì le (5) quando ciascun elemento di un gas su- 
bisce una trasformandone adiabatica, cioè a dire quando il moto è tale, 
che gli elementi sono subitaneamente dilatati o compressi, ma cosi rapi- 
damente in guisa che ciascun elemento non cangia temperatura, giacché 
allora sarà 

(9) p=*p^ 

essendo fc e y due costanti, y = 1,408 il rapporto del calore specifico 
del gas sotto pressione costante al suo calore specifico sotto volume co- 
stante. 

506. L'equazioni (i) possono presentarsi in due diverse forme clas- 
siche, adoperando o le variabili di Lagrange, o quelle di Eulero, dig- 
già contemplate nel § 458. Infatti, facendo dipendere le jc. dalle variabili 
Lagrangiane ^. e t per date relazioni, indicate (i) nel citato §, cioè 

(io) X, = ^, (5, , 5, , ^3 , = i> 2, 3), 

poiché le /) e p sono funzioni delle x^ e t, per l'intermedio di esse (io) 
diventano funzioni delle ^; e /; ora, volendo mettere in evidenza le ^. 
nelle (i) del prec. §, si specifichino le stesse ad i = i, 2, 3, e divise per 
p sono 

^"^ P dx~^ dt'' p dx'~^ dt' ' p dx'~^ df 

ma poiché 

dp__ dp^ dx^idp^ dj^xéL tll 
dl~ dx^'di^ '^ àx^'dl^ '^ dx^' di; 



e parimenti rispetto alle 5», 5j, colle medesime moltiplicate per — fatta 

sostituzione nelle (11) si ottengono tre equazioni dovute a Lagrakge, 
surrogabili alle sudette (i), che sono incluse nell'unica 

^ ^ Tdl, -2-^^.- dt') di,' 

in cui si porrà per l'indice k successivamente i, 2, 3, e con ciascuno di 

questi valori il sommatorio ^ va esteso ad i = i, 2, 3. 
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Allorché è p funzione della />, la II espressa per la seconda (5) es- 
sendo funzione delle x., al pari di /) e p, per Pintermedio delle (io) di- 
venta funzione delle ^., perciò si hanno le relazioni 

^'^^ di, p di, ^V' dt^)di,- 

da specificarsi coi valori di k ed i come le (12). 

In secondo luogo, se si adoperano le variabili d'EuLERO, ossia che 
si prendono direttamente le x. e / per le variabili indipendenti, e che si 
considerano come date le v^y componenti della velocità v posseduta al- 
ristante / dall'elemento fluido passante pel punto geometrico di coordi- 
nate X., per note relazioni indicate (5) nel § 458, cioè 

dx 
(14) ^'^it^ ^'^^^ ^'' *'' '^ ^'^ '' *' ^^ 

conformemente alle (6) del citato § si hanno per le componenti dell'ac- 
celerazione a dell'elemento considerato 

, . dVi d^x. dv. , dVi , dV; , dv. 

(^^) '''=w=iF=-di:^+d^^-^d7;^-^ir <'=''^ ^>^ 

per mezzo delle stesse l'equazioni (i) del § prec. si possono scrivere 

^ ^ f dx. • flXj ' flx, * dx^ ^ di 

che sono appunto l'equazioni d'EuLERO, le quali di unita all'equazione di 
continuità (3), ed all'equazione caratteristica (4), formano un sistema di 
cinque equazioni necessarie e sufiEciente alla determinazione delle v.y p, 
p in funzione delle variabili indipendenti jc. e U 

Quest'equazioni (16) a prima vista sembrano più semplici delle (12), 
giacché si presentano di primo ordine, mentre le (12) sono di secondo 
ordine; ma è da osservare che, se per l'integrazione delle stesse (16) si 
perviene a determinare le x/^, ossia ad ottenere le suindicate funzioni 6., 
la definitiva risoluzione del problema oltre a ciò esige l'integrazione 
delle (14). 

507. Taluni casi speciali di moto dei fluidi perfetti. — i® Al- 
lorché la densità é funzione della pressione, quindi sussistono le relazioni 
(6) del § 505, se inoltre esiste una funzione di forze U(x,, x^, x , t), 
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p«r maggiore generalità includente il tempo t, essendo perciò 

X, = j^^ (.= ..». J). 

posta 

Q funzione uniforme, continua e finita delle x^ e (, al pari di n ed C/, 
l'equazioni (i) del § 505 si possono scrivere 

, . d'Xi dO 

le quali manifestano che a ciascun istante ed in tutta la estensione del 
fluido, le projezioni sugli assi coordinati del vettore rappresentante l'ac- 
celerazione di ogni singolo elemento, sono le derivate parziali prime ri- 
spetto alle X. di una certa funzione Q delle x. e / ; perciò può darsi nel 
caso considerato che esista una funT^ione potenT^iale delle acceleraT^ioni, 

2° Caso. — Se nelle condizioni precedenti esiste altresì un potenziale 
delle velocità, ossia che pel fluido in considerazione, parimenti che pei 
sistemi continui in genere (§ 463), le componenti v. della velocità di ogni 
elemento, ad un dato istante, sieno le derivate parziali rispetto alle coor- 
dinate X. di una certa funzione <p(x, , x^y at^, i), includente per maggiore 
generalità il tempo ty cioè siano 

do 
allora essendo ZJ^ì^^ì ^^^ differenziale esatta, perciò verificate l'equazioni 

* y 3 ' * * 

bisogna in conseguenza che fossero nulle le r., (15) del § 461, ossia le 
projezioni del vettore r rappresentante la rotai^ione media turbine del- 
l'elemento considerato; pertanto il movimento sarà irrotazionale^ cioè a 
dire che i vari elementi non subiscono rotazioni di sorta. L'equazioni del 
movimento (i), o (17), nel presente caso si possono scrivere come se- 
gue, una prima 

^^^^ W~d^~d^'^'dx]'d^^'^d^^'d^^ ' 

e le altre due da questa conseguibili con le solite sostituzioni negl'indici 
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Moltiplicate queste tre equazioni (19) ordinatamente per^jc, , dx^y 
dx^y t sommate danno 

il 21 esteso ad i = I, 2, 3, equazione integrabile rispetto alle jc,., quan- 
do p sia funzione di p come si è premesso, o che la medesima sia co- 
stante. 

In quest'ultimo caso, cioè trattandosi di un liquido omogeneo a 
temperatura costante, l'equazione (20) mtegrata dà 

(»■) f=^-(^)-Tl(j^)" 

al secondo membro dovendosi aggiungere una funzione arbitraria del 
tempo /, ma che si può supporre essere inclusa nella stessa funzione 9 ; 
e l'equazione di continuità (7), § 505, si riduce alla 

equazione che farà conoscere 9 in funzione delle x^. 

Nel caso di un fluido aeriforme a temperatura costante, pel quale 
si ha /) = X( p, essendo ìt costante, per l'equazione (20) integrata si ot- 
tiene 

(.=) *,og.<f.,= cr-(^)-il(4t)- 

essendo compresa in f , come precedentemente, la funzione arbitraria del 
tempo, che si dovrebbe aggiungere al secondo membro. 

508. La proprietà sopra rilevata rispetto al 2^ caso, quando esìste 
cioè un potenziale delle velocità, d'essere il movimento irrotazionale, po- 
tendo sussistere per un certo determinato valore di /, resta a sapersi se 
sussisterà qualunque sia /, ossia in tutta la durata del movimento, dò 
che va risoluto dal seguente. 

Teorema di Lagrange. — - In un fluido perfetto in movimento, se 
la densità sia funi^ione della sola pressione, ed esiste una fun:(u)ne delk 
forze, allorché in un determinato istante le velocità di una por:^ione del 
fluido derivano da un potenziale, avverrà lo stesso in ogni altro istante per 
la medesima porzione del fluido. 
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Dimostrazione di Cauchy. — Riproducendo la dimostrazione del- 
l'insigne geometra, useremo tuttavia le consuete nostre s^nature, quindi 
le formole precedentemente date, di cui avremo bisogno; pertanto, os- 
serviamo in primo luogo che l'equazioni (i) del movimento, % 505, 
stante le (17) del prec. §, si possono scrivere 

(23) a, = ^ = ^^. = .. a. 3). 

Adoperando le variabili di Lagrange, in dipendenza delle (io), ^ 506, 
la Q per l'intermedio delle x,. diventa funzione delie ^, e /, in conseguenza 

di, ~dx,dl, '^dx.di, '^dx^dl,' 
od anche, atteso le (17) anzìcitate, 

di. ~ 'di, ^"^dl, +'>dl,' 



e si ottiene parimenti 



dO dx, . dx^ , dxi 

— =- = a — ^ + a — ^ 4- a — -i 

di, ' di,^ ' di, ^ 'di,' 



sostituendo quest'espresàoni nell'identità 

A. (dQ\ _ d_ /dQ\ _ 
dl,\dlj dlM,)-''' 



risulta 



(24) 



Posta 



da, dx, da, dx, ^^ da, dx, da, dx^ 

ii.'dr,~'dr,~dr, 11,11, ~ di, di, 

da, dx, da, dx, 

A J- — 2- L — i- = o. 

^ di, di, di, di. 



^ = ^^-^dv,dx^ dv,dx,_iv,^.dv^dx^^\ dx^ 
di, di, di, dl,'^ di, di, di, dl,^ di, di, d^,'d^,' 

si riconosce agevolmente che il primo membro deUa (24) è la derivata 

d^ 
prima di ^ rispetto a i, quindi si ha identicamente -7- = 0, perciò è 

^ indipendente dal tempo t; integrando viene 

e dinota hi costante, che si determina riferendosi all'inizio del movimento, 
in cui è / = o, e si hanno x . = $,. , quindi 

F. Caluariba» — ììkumìm, voi. UI. a| 
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dl^ ~ di, ~ dl^ ~ '' di, ~ dl^ " dl^ ~ di, "■ ""' 

coi quali valori risulta 

distinguendo con Tindice zero le quantità relative a. / = o ; confrontato 
questo risultato con l'espressione di r , (15) del § 461, si può scrivere 
C = 2 r^^ , ed in conseguenza si ha Tequaziòne 

Intanto, riguardate le v. quali funzioni delle l. e i^ in forza delle 
(io), (14), 5 506, derivano 

dVi dv^ dx^ dVj dx, dv^ dx^ 

757 ~ -^"^ "^ ^5. ^^, di, ' 
dv^ — ^^i ^^i I ^^« ^^2 I dVj dx^ 

ir, ~ "^717 "*" "^7^ "^ àx^ di, ' 

le quali espressioni specificate ad 1 = 1, 2, 3, indi fatta sostituàone in 
4>, dietro riduzione con riguardo alle (15) del § 461, per l'equazione (a) 
forniscono 

\dl, d$, di, di.) ''^\di^ di, di, dlj ' 

, / dx, dx^ dx, dx.\ 

^\dl, di, di, dlj ' "' 

e da questa, con le solite sostituzioni nel gruppo (123) deérindici, de- 
duconsi altre due, che insieme alla stessa scriviamo nell'ordine seguente: 

\dl, di, di, -di,-) ''^\dl, di, di, di,) ' 



+ 



I 



dx. dx^ dx, dx 



, dlJ ' "■ 



(25) 



\dl, di, di, 

{dx^^_dx^£^\^ , ( dx, dx, dx, dx, \ 

\dl, di, di, di,) '^\dl, di, di, di,) 



r. 



— ''02 > 



_i_ ( dx, dx, _ djc^ dx/\ _ 
'^\dl, di, di, di,) ' 

{dx^^_dx^£^'\^ I f dx, dx, dx, dx, \ 
\dl, di, di, di,) '^\dl, di, di, di,) ' 
I ( dx, dx, dx, dx, \ ^ 
'^\dl^ di, di, di,) ' "* 
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Si moltiplichino quest'ultime ordinatamente per 

dx, dx, dx. 



3 



di, ' di, ' di 
ìndi si sommino i prodotti, risulta 

m Dr =^r +-^r +-^r , 

essendo D il seguente determinante funzionale, significato per gli elementi 
della prima diagonale, 



(0 



Idi,' dV dlA 



Dalla medesima (^), con le sostituzioni negrindici, ed osservando 
che con tali sostituzioni il determinante D non cangia, si ricavano altre 
due equazioni che con la stessa includiamo nell'unica 

in cui si porrà per k successivamente i, 2, 3, e con ciascuno di questi 

valori si estenderà il sommatorie ^ ad i = i, 2, 3; sostituendovi al- 
tresì p^ : p per D, (4) del § 458, per la stessa (26) viene 

Come risulta dell'equazione di continuità, (2) del % 505, il deter- 
minante D non è mai nullo, e pei fluidi incompressibili a temperatura 
costante si ha /) = i ; ciò posto, per l'equazioni di Cauchy, (25), (26), 
il teorema di Lagrange evidentemente resta dimostrato, giacché se. ad 
un dato istante, che si può prendere per / = 0, per un determinato ele- 
mento fluido sia il turbine r^ nullo, perciò nulle le sue componenti r^^, 
dalla (26) si consegue che per i positivo cioè iq qualsiasi istante poste- 
riore a / = o, e pel medesimo elemento le r^^ saranno nulle, e nullo in 
conseguenza il turbine r ; inversamente dall'equazioni (25) si rende ma- 
nifesto che essendo r nullo al tempo /, r^ dev'esserlo parimenti, pertanto 
il movimento sin dall'inizio non è stato vorticoso. Se poi r^ non sia 
nullo, perciò le r^. aventi valori determinati, anche le r^ ad un istante 
qualsiasi / avranno valori determinati, ed r non sarà nullo; dunque il 
movimento dell'elemento considerato, da quando è diventato vorticoso, 
continuerà egualmente in tutta la sua durata. 
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È questo un fatto d'importanza capitale, avendo luogo per le forze 
naturali, forze conservative,, per le quali se la rotazione di un elemento 
non esiste, essa non avverrà, e se avviene, persevererà costantemente; 
tale fatto si avvera, e il movimento sarà irrouzionale, quando il fluido 
parte dal riposo, e sia sottoposto a forze conservative, perciocché in que- 
sto caso per tutti gli elementi essendo nulle le v^ all'inizio del movi- 
mento, quindi nulle le r^., saranno nulle le fj^ a qualsiasi istante. 

509. Equazioni del moto dei fluidi perfetti m coordikate di 
QUALSIASI SISTEMA. — Come nel § 284^ supponiamo che le coordinate 
cartesiane x- siano dipendenti da un altro sistema qualsiasi di coordinate 
q^j^ (k = 1 , 2> 3), e dal tempo /, secondo certe date funzioni 

e riprendiamo l'equazioni (i) del § 505, scrivendole 

specificate le stesse ad i = i, 2, 3, e moltiplicate ordinatamente da prì- 

ix/ >x, Xx, . . Xx. Xx. Xx 

ma per "? — » "5 — > -r— ^, indi per "x — > -r — > -r—^ > ^ di seguito per 
^9i ^9, iq, *?. ^q. X?. ^ ^ 

Xx Jtx ^x 

•^-J-, -r— ^, T""^> poscia sommad i tre rispettivi prodotti, distinguendo 

iq^ «y, «j, 

anche con uno e due accenti le derivate prime e seconde delle variabili 

X,. e 7| relativamente al tempo t, poste altresì 



(30) a = ix,-p-. 






in cui si porrà per k successivamente i, 2, 3, e con ciascuno di questi 
valori si estenderà il ]^ ad t = i, 2, 3, risultano tre equazioni incluse 
nell'unica 

(31) Z<-r' = G*-TT^' 

Sq^ P tq^ 

equazioni sosdtuibili alle (29). 
Intanto, stante le (28), si ha 



X 



'-TT + ^TZ^* = 1.^3). 
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e con ciascun valore di i va esteso il ^ a k = i, 2, 3; dalla quale 
relazione emerge essere x] funzione delle ^, , y,, ?,, ?', , ?i> J,, U perdo 
si hanno 

d'altro canto, dinotata T la semiforza viva per l'unità di massa, cioè 

derivano 

X r Y" ' ^ ^! ^ •'' V ' ^ *^ V ' ^ ^» 



i sommatori ^ estesi ad t = i, 2, 3; ed in conseguenza, stante le (51), 
abbiamo per le (29), ossia per l'equazioni del moto dei fluidi perfetti in 
coordinate ^i^ di qualsiasi sistema, 

le quali differiscono di forma dalle (6) del % 338, relative al moto dei 
sistemi costituiti da un determinato numero di punti materiali, soltanto 

per l'ultimo termine r-^ . 

pi?» 

Allorché le ^,. derivano da una funzione di forze (7(x, > ^a > ^j > 0> 
che per l'intermedio delle (28) diventa funzione delle q^ e ì^ suntechè 
sono 

tu 



x,= 



i 



X, 



dovendosi considerare t quale costante, per la (30), parimenti che nei 
SS 285, 338, si ha 

(34) gt = Z t t =i~- 

510. Trasformazione dell'equazioni d'Eulero, equazioni di Hbl- 
MHOLTz. — Si osserva da prima che essendo v la velociti al tempo ( di 
un elemento dato di posizione dalle coordinate x^, e v,- le componenti 
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della stessa, sicché v' ^^v% si ha 

d { i A dv, , dv, , '^"i „ . 

con questa espressione e le (15) del ^ 461 si ottiene 

dv, , dv. t dv. d / i A . ^ . 

(ix, ' * dx, * ' dXj ^ dx^ \ 2 / ' ^ * 5 5 •^^ 

dalla quale eguaglianza se ne deducono altre due mediante le sostituzioni 
negl'indici (123), e sostituendo le stesse nell'equazioni (16) del § 506, 
specificate pria ad t = i, 2, 3, le medesime vengono trasformate nelle 
seguenti) la prima cioè 

e le altre due da questa deducibili mercè le successive sostituzioni circo- 
lari n^l'indici. 

AUorch*, ^o , -...550,,., =/(,),,. indi n=/^.. 

siano X. = -1 — , U la funzione di forze, posta Tausiliaria 
• ax. 

(36) H = 4t;' + n - t/ = i-v» - 12, 

la (35) e sue conseguenti assumono le forme 

dv. . ^ \ dH 

,. I dv^ . ^ V dH 

(37) i-jf+'^'''^' -''•*'> = -7^' 

due di esse deducibili dall'altra con le predette sostìmzioni negl'indici» 
e con le stesse si ottengono l'equazioni di Helmholtz nel modo che 
segue: 

Sostituendo la seconda e la terza (37) nell'equazione identica 

d /dH 



:,\dxj dx^\dxj 



dx^ \ dx 
osservato che 

d'v, _ 



d'v 
dtdx. d 



tdx^ ^\ dt )' 
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si cotisegue 



/dr,\, dr, , dr, , /dv, , dv\ 

\-dt) + "'7t + ^'^ + ''{dt + ^) 

dv, dv, / dr, , dr \ 

• flx, ' dx^ ' \dx, dx / 



ma per la (16) del § 461 si ha 



dr. . dr^ dr. 



r + -r:f = - 



dx^ dx^ dXj 



« dall'equazione di continuità (7) del § 458 segue 

dx^ ' rfjCj dx, p di^ 

sostituendo nella precedente equazione risulta 



dv. 



4-r '^^' 4-r ^^ 



i primi quattro termini del primo membro di quest'ultima equazione co- 
stituiscono la derivata di r, rispetto al tempo, per detto primo membro 
si ha dunque 

di p di~^ di\^ /' 
e per la stessa equazione infine si ottiene 

dt\9 ) P ^^, P ^^. P àx/ 

Maneggiando analogamente le due identità 

dx, \ dx. ) dx, V dx, ; ~ ""' dx, \ dx, 1 "" dx, V dx J -" ^' 

ovvero eseguendo nell'ultima ottenuta equazione le consuete sostituzioni 
d^l'indici (123), se ne ottengono altre due, che insieme alla stessa pos- 
siamo includere nell'unica 

in cui si porrà per k successivamente i, 2, 3, e con ciascun valore si 

estenderà ^ ad i = i, 2, 3 ; le tre equazioni cosi costituite sono ap- 
punto l'equazioni di Helmhoi.tz. 
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jii. Condizioni relative alla stiPERFiaE di un fluido limita- 
to. — L'equazioni trovate sinora, qualunque sieno le forme che si adot- 
tano» si applicano a tutti i punti nell'interno del fluido, e se lo stesso aa 
indefinito, non resta ad aggiungervi che le condizioni relative allo stato 
iniziale; cioè a dire, per ^ = o debbano conoscersi le coordinate £. de- 
terminanti la posizione di ogni singolo elemento, le componenti v^ della 
velocità v^ che lo anima, ed altresì i valori />^, p^ della pressione e della 
densità del filuido in quel punto ed a quello istante. Se poi il fluido 
sia limitato, esistono altre equazioni particolari pei punti che si trovano 
alla superficie limitante, equazioni d'ordinario non facili a stabilirsi; però 
le difficoltà molto si restringono, introducendo l'ipotesi che i punii posti 
al principio del movimento in contatto con una parete, mobile od immobile, 
vi restavo indefinitamente, come nel caso in cui un fluido scorre lungo 
un tubo, e che i pund appartenenti primitivamente alla superficie libera, 
se questa esiste, non cessano di farne parte. 

Sia F{x^y x^y x^, /) = o l'equazione di una parete, supposta mo- 
bile per maggiore generalità, sulla quale un punto del fluido deve co- 
stantemente trovarsi; se ad un certo istante t le sue coordinate x^ la 
soddisfano, crescendo t ii dty esse avranno gl'incrementi t',. d t, le v- es- 
sendo le componenti della velocità v, di cui il punto sia animato nella 
posizione x. , incrementi che devono soddisfare all'equazione difierenziale 
della superficie, quando si sostituiscono alle dx^, ciò che dà l'equazione 
di condizione 

. . dF . ^dF 

_ , dF 

il sommatorio ^ esteso ad i = i, 2, 3; il termine -j- in essa equa- 
zione sparisce, quando la parete sia immobile. Quest'equazione (39) do- 
vrà aver luogo in tutta la durata del movimento pei punti, che à tro- 
vavano primirivamente in contatto con la detta parete, ed altre simili 
equazioni sussistono per tutte le altre pard della superficie limitante il 
fluido, se siano contenute tra pareti diverse. 

Se trattasi di un liquido, può esistere una superfìcie libera, i cui 
punti sono sottoposti all'azione di una pressione conosciuta, che ordi- 
nariamente è la stessa in tutti codesti punti, ma che può variare col 
tempo ; dinotandola P, l'equazione di detta superficie sarà P — ^ = 0, 
dalla quale deriva l'equazione di condizione seguente per i pund, che tre- 
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vansi sulla medesima, analoga alla precedente, 

il cai secondo membro è nullo se sia P costante in tutta la durata del 
movimento. 

In certi casi le due cennate condizioni ai limiti potranno coesistere 
ad un tempo per un dato liquido; se questo, per es., scorre in un ca- 
nale fisso a cielo aperto, e soggetto a restare in contatto con le pareti 
del canale, e nello stesso tempo sottoposta la sua superficie libera ad 
una determinata pressione ; potranno anche, secondo circostanze speciali, 
prodursi sulla superficie libbra cangiamenti bruschi, dei quali si tratterà 
in seguito. 

n. — Propagazione delle onde in un sistema contiimo, 

ed in ispede nei fluidi perfetti. 

512. Su qu^to argomento si può utilmente riscontrare Timportante 
Opera di Duhem Rechercbcs sur VHydrodynamiquc, Paris, Gauthier Vii- 
lars, 1903. A parte le remote prime investigazioni del Poisson e di altri 
insigni geometri sulla propagazione del suonq, ed altre di£5cili teoriche 
del genere, l'origine della speciale teoria, di cui abbiamo ad occuparci, 
deve ricercarsi nei lavori di Christopfel (Annali di Mf^tematica, 2* serie, 
t. Vili, 1877), il quale ha trattato la teorìa delle onde di urto, la cui 
esistenza era stata già scoperta da Ribmann, prendendo per punto di 
partensa la di costui Memoria Utber die Forìpflaniung ebernr Luftwellen 
von endlicher SchtuingungsweiU. 

Poco dopo, 1885, HuGONiOT ha gettate le salde fondamenta della 
teoria della propagazione dei moti diversi in un sistema continuo, rile- 
vando anzitutto il concetto di compatibilità di due movimenti coesistenti, 
affinchè l'uno possa propagarsi nell'altro, ed allo stesso devesi la singo- 
lare formola esprimente la velocità di propagazione. 

Nel 1891, Bblteami comunicava al Circolo Matematico di Palermo 
nell'adunanza del 14 giugno (Rendiconti, t. V) una Nota sulla teoria ge- 
nerale delle onde piane, seguendo diversa via dell'HuGONioT, pure con 
la genialità distintiva di tutti i lavori di quell'illustre Professore. 

In epoca più recente, Hadamard ha ripreso le investigazioni di Hu- 
GONioT con vedute più larghe, generalizzandole, ed estendendole al mo- 

F. Caldaksha. — Meccémita, voi. HI. 34 
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vimento a tre dimensioni, e dei suoi risultati ne ha dato un riassunto 
in una Nota nel BulletUn de la Sociéié Mathematique de France, 1901. 

Seguendo le tracce delle Opere succitate, esporrò i più importanti 
risultati conseguiti dai nominati illustri Autori, nei limiti convenevoli ad 
un semplice Corso, e conservando negli sviluppi e relative formole le 
usuali mie segnature. 

513. Definizioni e generalità. — Sia un siistema o mezzo continuo 
deformabile considerato entro un certo spazio, ed in una certa durata 
di tempo, in movimento per maggiore generalità; sieno 

due funzioni analitiche uniformi, definite in tutti i punti x.(f =1, 2, 3) 
dell'accennato spazio, ed in tutti gl'istanti i della durata in considerazione, 
le quali rappresentano due movimenti differenti animanti il sistema, com- 
patibili in guisa da propagarsi l'uno nell'altro; ad un istante dato t esista 
una certa superficie 5 traversante il sistema, che lo divida in due regioni 
I e 2, sulla quale le indicate funzioni /,,/,, e le loro successive deri- 
vate, mantenendosi continue rispetto alle x. ed al tempo t in tutto il sud- 
detto spazio, perciò in ciascuna delle regioni 1 e 2, sieno rispettivamente 
eguali, e parimenti le loro derivate sino all'ordine (« — i)°° inclusiva- 
mente, che tale eguaglianza però cessa per le derivate dell'ordine »"°. 
Conseguentemente, posta 

questa funzione / sarà continua, insieme alle sue derivate, in ciascuna 
delle regioni i e 2, però nell'attraversare S dall'una all'altra regione, su- 
birà una discontinuità per la derivata dell'ordine w"°; pertanto rispetto 
alla designata funzione / la superficie 5 dicesi un'onda di discontinuità 
ddVff''' ordine. 

È sottinteso in questa definizione che per ordine di una derivata qua- 
lunque, s'intende l'ordine totale di derivazione per rapporto a ciascuna 
delle variabili x^ e t indistintamente ; si diranno, per es., derivate del se- 
condo ordine le tre seguenti categorie: i* derivate del secondo ordine 
per rapporto ad x, , x^ , x^ , 2* di primo ordine per rapporto alle stesse 
variabili x. e del primo ordine per rapporto a /, 3* derivata del secondo 
ordine rispetto a t. 

In particolare, all'istante t la superficie 5 sarà un'onda di primo or- 
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dine per la funzione /, se in ogni punto della stessa, ed al dato istante, 
si avvera l'eguaglianza 

(i) /, =/a> ossia /=o, 

mentrechè l'una almeno delle quattro eguaglianze 

^^^ dt - dt ' dx, - dx, C-'.^. J). 

* 

sulla detta superficie non ha luogo. Parimenti, 5 sarà all'istante i un'onda 
di secondo ordine per la funzione /, se per ogni suo punto al dato istante, 
sussistendo le cinque eguaglianze (i), (2), una almeno delle derivate 
parziali di secondo ordine della /, sulle superfìcie 5 non sia eguale alla 
corrispondente derivata parziale della /j. Sotto l'indicato punto di vista, 
una superficie lungo la quale la funzione / fosse discontinua, potrebbe ri- 
guardarsi come un'onda di ordine zero. 

Se una superficie variabile di posizione e di forma col tempo, attra- 
versando il sistema continuo in considerazione, sia ad ogni istante un'onda 
di determinato ordine n per la funzione /, si dirà essere un*onda per- 
sistente; sia 5 la posizione di codesta superficie all'istante t, S' la corri- 
spondente all'istante t -\- dty pel punto M di 5, le cui coordinate al dato 
istante sieno x., si conduca ad essa superficie la normale MN, che si 
riguarderà positiva nella direzione dalla regione 2 verso la regione i, ed 
inversamente negativa dal lato i alla regione 2; i coseni degli angoli che 
la detta direzione forma con gli assi coordinati Ox. si designeranno a^. 

Là MN incontra S' in un punto Af', ed il semento M M' sarà posi- 
tivo o negativo, secondochè sia sulla seminormale positiva o negativa, 
cioè a dire secondochè S' per rapporto ad S si trova nella regione i o 

nella regione 2 ; dinotato dn codesto segmento, e posto MM^^idn=wdt, 

dn 
si dirà essere w = -j- la velocità di propagazione sfondo la normale MN, 

e woL. saranno le sue projezioni sugli assi Ox., 

In coesistenza all'mdicato punto M di 5, si consideri altro punto 
m fuori della stessa superficie, infinitamente vicino ad Af, talché le sue 
coordinate sieno x. -}- d x,. , e designati e un infinitamente piccolo, [l. tre 
segmenti finiti sugli assi Ox- tali, che le projezioni su i detti assi del vet- 
tore Mm sieno ef/.., saranno in conseguenza ^x,. = £[;.,.. Supposto in- 
tanto il punto m sul piano tangente in M alla superficie 5, sicché Mtn 
sia tangente in Af a detta superficie, dinotati ^. i coseni direttori di essa 
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tangente, stante la relazione ^ oc. p . = o, gl'indicati segmenti [l. devono 
verificare l'equazione 

(3) Z*i^=Ot 

il sommatorio ^ esteso ad i = i, 2, 3. 

Poiché /j ed f^ sono funzioni analitiche in tutto lo spazio sopramen- 
zionato, ovunque si trovi m dintorno ad Af, però infinitamente vicino 
allo stesso come si è detto, si avranno 

/.('»)=/.(M)+»Z4^^ + «'«., 
(a) { ' 

i sommacori ^ estesi come innanzi; )c, e x^ designano due quantità, 

d f A f 

che dimorano finite allorché e tende a zero, le derivate -f^j -r^» e 
loro successive rispetto alle x^» si riferiscono al punto M. 

514. Due lemmi di Hugoniot. — Sia la superficie 5 un'onda di 
primo ordine, perciò sulla stessa si avvera l'eguaglianza /,(Af) = /3(M), 
e non sono eguali le rispettive derivate delle /j,/^; attesoché /=/, — /,, 
dalle (a) si deduce 

Trovandosi il punto m sulla indicata tangente ad 5, se si projetta 
normalmente su di essa superficie, e sia fi la projezione, il segmento 

m(A, allorché la curvatura della superficie in M non sia infinitamente 
grande, sarà un infinitamente piccolo di secondo ordine^ o dell'ordine 
di e* ; essendo /, , f^ funzioni analitiche, come si è detto, nel cannato 
caso di curvatura in Ai della superficie 5 si può porre 

V, e v^ sono quantità che restano finite, quando e converge a zero^ e 
da queste due espressioni, attesoché /^ ({^) := /^ ((a), si trae 

quindi dalla (fr) risulta l'equazioce 
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DalU stessa enrierge che, oonvergeodo a zero il ^secondo membro 
con e, ed essendo il primo membro indipendente da t, deve lo scesso 
essere identicamente nullo^ cioè a dire si ha 

e da questa equazione sottraendo la (3) moltiplicata per un'indeterminata 
ly viene 

la quale equazione, attesoché le |a^ , [t, , (/.^ sono affatto indipendenti tra 
loro, potendosi prendere il punto m in modo arbitrario sul detto piano 
tangente ad 5 in M, si scinde in tre, annullando cioè i coefficienti delle 
fij, e che sono incluse nell'unica 

^^^ * dx. dx. dx. ^' 

ovvero nei seguenti rapporti eguali 

/ X df df df 

^^ dx^ ' dx^ * dx^ ' 

costituenti l'uno dei teoremi di Hugoniot da enunciarsi in forma di 

lemmi : 

I. — Sia una superficie S alVinsianie t onda di primo ordine per la 
funzione f(x^ y x^, x^^ /), ad ogni punto M della stessaj in cui la curvatura 
non sia infinitamente grande^ corrisponde una grande:^a l soddisfacente al- 
l'equazione (4), ovvero in esso punto devonsi verificare l'eguaglianze dei 
rapporti (5). 

In secondo luogo, supposta la superfìcie un'onda di primo ordine 
persistente, sia 5 la sua posizione al tempo /, S' al tempo t ^ àt; al 
punto M di coordinate x. della 5 si conduca la normale MN, che in- 
contra 5' nel punto Ai', dinotata come nel prec. § f(/ la velocità di pro- 
pagazione secondo la detta normale, le coordinate di M' vanno espresse 
per 

pertanto, relativamente alle funzioni /, , /^ , considerate sulle due super- 
ficie 5, 5', si hanno 
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6^ , 0^ sono quantità che rimangono finite convergendo A t a zero, le de^ 
rivate parziali 

^ ÉL AL AL 

dt ' dx. • dt ' dx. ' 

si riferiscono al punto M all'istante t; e poiché devono sussistere l'e- 
guaglianze f,(M)=f,iM}, /,(M')=/,(M'), daUe stesse (e) si deduce 

Facendo convergere A/ a zero, la (6^ — ®,)^^ convergerà pure a 
zero, e stantechè gli altri termini dell'ultima equazione sono indipendenti 
da A t^ con riguardo alla f = f^^ f^^ risulta 

il sommatorio ^ esteso ad i= i, 2, 3; d'altro canto avendosi per la (4) 

I^., = '!< = '. 

si ottiene infine l'equasdone 

(6) 4f + ^«' = ° 

costituente il secondo teorema di Hugoniot, ossia il s^uente. 

Lemma II. — 5^ /(x^ , x^ , x , i) sia una funT^iom che ammette 
un'onda persistente di primo ordine, a ciascun istante e ad ogni punto del- 
Vonda, relativamente a queWistante, purché la curvatura delVonda nel punto 
considerato non sia infinitamente grande, sussisterà lUgua^ione (6), in cui 
l è la quantità soddisfacente alla (4). 

515. Estensione dei precedenti teoremi secondo Hadamard. — 
Riguardo al primo : supposto che la superficie S all'istante t sia un'onda 
di ordine n per la funzione f{x^ , x, , x^ , ^), essa evidentemente è onda 
di primo ordine per la funzione 

jii— I r 

^ 1> a + i + c + /> = «— i: 

dxyxldx^dt^ ^ ^ ^^ 

applichiamo a questa funzione l'eguaglianze (5), sicché ne vengono le 
seguenti 

tT/ ,^ ^ d^f _ drf 

dxT^^'dx^dx^dt^ ' *' ~ dxyxl-^'dxldt^ ' *' ~ dx^xldx'^'dt^ '' "'' 
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dividendo le stesse 


per 


*t*a*l> risultano i rapporti 


eguali 




drf 




d-f 


d'f 




dxf;^'dx\dx\ 


■di^ 


dx'^dx\*'dx\dtf dx\ 


dx'jx'^' 


dtf 


<t'*' <t\ <t\ 




a>J*'a; 


a^Jap' 


> 


manifestante che il 


rapporto 










d'f . » » 








dx\dx\dx\di^' ' ' '' 





in cui Cy hy k hanno valori interi positivi, zero compreso per uno o due, 
verificanti la relazione 

è eguale ad un parametro Ly che dipende da /> e giammai dai numeri 
ty hy k'y ìu cìò cousiste il primo lemma di Hadamard. 

Conseguentemente allo stesso, dinotati /q, i,, ..., /„_, , /„ gli (n + i) 
parametri (denominati parametri di Hadamard) corrispondenti ai valori 
dì p •=^ Oy I, 2, . . . , w, hanno luogo (w -{- i) successioni di equazioni, 
in gruppi inclusi nella formola 

dei quali il primo è dato con /? = o, ossia « -|- fc -}- jfe = «, per la for- 
mola 

(8) ^:—i='«<K^ 

^ ^ dx\dx\dx\ ' ' 3 o> 

il penultimo, con « -f" ^ + * = i> dall'espressioni 

f\ -JLL-- i ^f — ; ^V _ , 

^^^ dx,d t'-' ~ "■ "- ' (i 3c, d ("- ~ *' "- ' dx^d f-' ~ *' "- ' 

e l'ultimo, con e -\- h -\- k = 0, dall'eguaglianza 

Oo) ^=/„. 

In secondo luogo, supposto che la superficie 5, onda di ordine n 
per b funzione /(x, , x^, .v , /), sia persistente; preso su di essa un 
punto M, si conduca per lo stesso la normale MN, come precedente- 
mente, la quale incontra in Af' la superficie 5', considerati la velocità 
w di propagazione secondo detta normale, ed i suoi coseni direttori a., 
che non possono essere tutti nulli ad un tempo, supponiamo per fissare 
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le idee che sia ol, di6Ferente da zero» Tonda in considerazione si può ri- 
guardare quale onda persistente di primo ordine della funzione 

quindi applicando a questa la seguente equazione, che risulta dalla (6), 
moltiplicata per a^, e dalla (4), cioè 

/ ^ àf , df 

(II) ^7t + "*^ = ^' 

posta t = I, risulu 

drf . dTf 

ma dalla (7) derivano 

^ — = a"-^/ ^ = a"-'-' / 

dxl'-Ut^' ' f dxl'^^'di^' ' ^»* 

si ottiene dunque per la precedente equazione, soppresso il fattore a^^ 

che non è nullo, 

(12) ^l, + lp^^ = Oy 

equazione che costituisce il secondo lemma di Hadamard da enunciarsi 
come segue: 

Se la superficie S è per la funzione /(x,, x^, x^, t) un^onda persi- 
stente d^ ordine n, gli (« + i) parametri 

formano, in ciascun punto dell'onda in cui la curvatura non sia infinita- 
mente grande, ed a ciascun istante, una progressione geometrica di ragione 
— w. 

516. Espressioni dei predetti parametri, e della veloqtà di 
propagazione delle onde dei diversi ordini, mediante le derivate 
PARZIAU DELLA FUNZIONE /. «- Adottando la segnatura simbolica 

(^) ^^=(^+^+^)^ 

per designare l'operazione ripetuta q volte, sopra una funzione qualsiasi 
<p delle variabili x,, x,, x^, dinotata 
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doè A^ = A A, A^ = A A^ , . . . , devono distìnguersi due casi rispetto al 
numero n — p^ cioè secondochè sìa lo scesso pari od impari. 

i^ Caso. — Sia n — p = 2 j, per la (d) e presa 9 = -jjj- sì ha 

« dtf ~ ldx\ dt* "^ dx\ dtf ■*" dx] dtf j ' 
dalla quale, stante la (7), ed essendo ^«; = i> si trae 

donde, invertendo le operazioni A e d, viene 



dalla 



2^ Caso. — Sia n — p = iq -\- i, prendendo 9 = -5 — -^ 
(^f) si trae 

ed atteso la citata (7) risulta 

A -- — ^ = a Ca* 4. a* -I- a*V/ = a Li 
^dx dt^ '^ ' ~ *2 ~ ^s-' *^ — *iV» 

altre due simili equazioni si ottengono, prendendo successivamente 

_ d^'f _ d^^'f 

^~ dxjff' '^~ dx^dt^' 

e tutte tre si possono includere nell'unica 

d d^Kf 

la quale forniola e la (13) risolvono la posta ricerca di esprimere i su- 
detti parametri di Hadamard mediante le derivate parziali della funzione 

Quanto alla velocità di propagazione, specificata la (14) ad t = i, 2, 
3, indi quadrando e sommando, si consegue 

il sommatorio ^ esteso ad i = i, 2, 3. 

F. CALDA&aaA. — Métcamic; voi. III. aj 
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Dalla (la) intanto si ha 



— ^h = h^^> 
e poste in questa a luogo di p successivamente p-|- i,p + 2, ..., n — i, 
moltiplicando poscia fra loro e con essa stessa tutte le n — p — i egua- 
glianze cosi dedotte, dietro soppressione nel prodotto dei fattori comuni 
od ambedue i membri, con riguardo alla (io) risulta 

(i6) (_«/r'i, = /.=^. 

Se n — p =z 2q numero pari, atteso la (13) si ottiene 
(X7) «,-.^.,/ = g. 



esen — ^ = 25^+1 numero impari, mediante la (15) si consegue 

In particolare, con /> = dalle (17), (18) risultano, secondochè sia 
n = 2j, od n = 25'+i, 

conseguentemente per le onde di primo e di secondo ordine, essendo 
cioè II =;: I, Il :;= 2, ed in corrispondenza ^ =: o, 7 =^ i, si hanno 

Con le (19) si possono calcolare le velocità di propagazione per 
onde di ordine n, adoperando l'una o l'altra formola, secondochè sia n 
pari od impari, e con ispecialità la prima delle (20) servirà per onde di 
primo ordine, la seconda per onde di secondo ordine, e dalle stesse sì 
traggono importanti conseguenze: 

]*. — Si prenda in particolare considerazione, per es., k seguente 
equazione, che s'incontra nello studio dei piccoli movimenti dei fluidi, 

essendo k una costante reale; il confronto della stessa con la seconda 
(20) dimostra che, se un integrale di essa equazione (e) ammette un'on- 
da di secondo ordine, questa si sposta con velocità w^^±^ki parimene 
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è per un integrale dell'equazione 

in cui i e [A sono quantità costanti reali, dappoiché per ogni punto di 
un'onda di secondo ordine deve verificarsi l'eguaglianza 

df, df, . df 

di di' ^^^ di ^' 

la (/) pertanto è compresa nella (e)y sicché se un integrale della stessa 
ammette un'onda di secondo ordine, questa si sposta con la velocità ih** 
2*. — Questi risultati si estendono alle onde di ordine superiore a 
2f che potranno presentare gl'integrali delle due equazioni in esame» 
giacché un'onda di ordine n > 2 per la funzione / è del secondo or- 

dine per la funzione , -_{ , questa funzione dunque verifica l'equazione 

che si deduce dalla seconda (20) differenziandola (n — 2) volte di se- 
guito rispetto a i^ essa funzione in conseguenza verifica l'equazione (è), 
ed altresì la (/), 

3*. — Se avviene che per l'impiego delle formole precedenti si arriva 
a dovere attribuire a w^ y per le onde di un certo ordine, un valore in- 
finito o negatìvOy in tali casi si può affermare con certezza che un in- 
tegrale dell'equazione in considerazione non anmiette onda dell'orane 
indicato. Sia, per es., l'equazione 

in cui {1. è una costante reale; affinché per un integrale della stessa esista 
un'onda di secondo ordine, poiché ciascun suo punto deve verificare l'e- 
guaglianza "^ = -jT > ossia ^ = o, perciò sia \f = o, pei la seconda 
(20) verrà f(/' = 00 ; parimenti un integrale dell'equazione 

d^f 

la quale non potrà ammenere un'onda di secondo ordine, senzachi sia 
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517. Impiego dell'equazioni idrodinamiche di Eulero. — Lo stu- 
dio della propagazione delle onde nei fluidi perfetti può farsi^ come lo 
ha indicato Hugoniot, sia con le menzionate equazioni d'EuLERO, sia 
con quelle di Lagrange (§§ 458, 506), bisogna però introdurre alcune 
limitazioni secondo lo stesso Hugoniot, e cominciamo dall'impiego del- 
l'equazioni d'EuLERO. 

Riprese le (16) del citato § 506, e con le stesse l'equazione di con- 
tinuità (3) del § 505, cioè 

a queste quattro equazioni, includenti le cinque incognite 

^,> Va> ^3» P' Py 
affinchè le medesime sieno determinabili, bisogna accoppiare una quinta 
equazione, che dipenderà dalla natura del fluido in considerazione. Non 
occupandoci che dei casi, nei quali la conducibilità pel calore sia trascu- 
rabile, la relazione tra la pressione e la densità di un elemento di massa 
è sempre la stessa, e non dipende che dallo stato iniziale, purché nel 
movimento non s'introducano discontinuità; sarà pertanto p = F(j)\ 
supposto che il fluido sia omogeneo, ed abbia la medesima temperatura 
in tutti i punti, sicché sieno 

(23) P = Pci^ + «)"". P = Po(l + «)-'. 

Po ^ Po dino^i^o la pressione e la densità allo stato iniziale, m è quan- 
tità costante, il coefficiente di dilatazione cubica (5 448), che è fun- 
zione uniforme finita e continua delle x^ e /, parimenti le sue prime de- 
rivate parziali. 

Si ammette inoltre che le componenti X^ delle forze di massa siano 
trascurabili, e le v. tali, che ^v.dx^ sia la difl'erenziale esatta rispetto 
alle X. di una funzione f compósta dalle stesse x. e dal tempo t, per- 
tanto che sieno 

essendo <f funzione uniforme finita e continua, ed egualmente le sue 
derivate, in tutto il sistema e durante il movimento. 

Con queste condizioni l'equazioni (21), specificate ad i = i, 2, 3, 
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assumono le forme 

1 dp d d<f i d ^/d<fY_ 

p dx, "^ dt dx, ■•" 2 dx^ ^\dx,) ~ ' 

1 dp d d<f I d ^ / d<f y _ 

p dx. ■^" dt dx. ■•" 2 dx.'^ydxj ~ ' 



i sommatori ^ estesi ad i =: i, 2, 3 ; dalle quali equa2doni, moltiplicate 
rispettivamente per <Jx, , dx^, dx , indi sommate, si consegue 

'i + 'i^iò + T^^)-"' 

le differenziazioni ^ essendo relative alle x- ; e da questa, stantechè dalle 
(23) deriva 



risulta l'equazione 
P 



P Po 



m 



^■+«)-^«-<^)-T^2(7j)" = »- 



Eseguita della stessa la prima integrazione, e determinata la costante 
riferendosi allo stato iniziale, relativamente al quale si ritengono nulle 

le V. , e, e la -3^ , si ottiene 

dt 

(»5) ^. ^K- + «r- -3 + 1? + T I (jjj = "• 

d'altro canto, mediante le (23) e (24) la (22) assume la forma 

questa e la precedente (25) corrispondono alle due equazioni di Hugo- 
NiOT (Giornale di Matematiche di Liouville, 4* serie, t. HI, pag. 480), 
dalle quali si trae, secondo lo stesso autore, l'equazione {e) del § pre- 
cedente. 

Infatti, trattandosi di piccoli movimenti, i quali alterano pochissimo 
la densità del fluido, si possono trascurare in (25) le potenze di % 
superiori alla prima provenienti dallo sviluppo di (1+©)"*"*"'» P^i" 

menti si possono trascurare i quadrati delle velocità, quindi Xl^.l » 
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sicché da essa equazione si ricava 

mp^ dt "*■ k'"Jt' 
posa k* = r— ^ quantità costante positiva ; dalla (26) poi, in cui à tra- 
scurano 6 in confronto dell'uniti,! prodotti -7^ • ^ , quindi ^-t^ • -t— , 

de . 
rispetto a -7-, viene 

de __ ^ d*<f 



.2 > 



e da questa, stante l'eipressione ridotta di 9, deriva l'equazione 

(») »'i9^=*'*t=4?. 

data da Poisson con ispecìalità per la teorb del suono in un'aria a tem- 
peratura e densità costanti (confr. suo trattato di Meccanica ra^iotiaU, 
edizione 2*, t. II, pag. 697). 

Designate, come nel § 5i3> /, » /a due funzioni delle coordinate jc. 
e del tempo /, rappresentanti due movimenti compatibili, ed / = /, — /, 
funzione delle medesime variabili, riferentesi ad una superficie d'onda 5, 
prese per 9 successivamente le /,,/,, si rileva agevolmente che la / 
soddisfa alla (/;), risultandone perciò l'equazione (i) sopra menzionata 

518. La continuità nelle velocità esige che per tutti i punti della 
superficie d'onda si abbiano 

7-^=0 (» «= I, 2, 5), 

inoltre, se le velocità non provano variazioni brusche come si suppone, 
la dilatazione non varia bruscamente, cosi lungo la superficie d'onda 5 
i due valori di O, che nelle due regioni i e 2 sono proporzionali a 

-TTfjfy devono essere eguali, sicché 
di ai 

df _ 

le quattro derivate parziali prime della funzione / sono dunque nulle 



GAP. ▼. — IDRODINAMICA. I99 



lungo la superficie dell'onda, ed in conseguenza dinotati a. i coseni di- 
rettori della normale a questa superficie in un punto M di coordinate 
X,., si hanno, (8) del § 515, i seguenti tre sistemi di rapporti eguali 



(28) 



dV 




. à^f 




ft 


. 'iV 


dx] 


*a 


dx^dx^ 




*j 


' dxdx' 


d'f 


^— flf 


. à'f 




ft 


. 'ìY 


dx^dx^ 


— *i 


• àx\ 




*3 


dx.dx/ 


à'f 




. d'f 




/w 


. 'iV 


dx^dx^ 


*a 


dx^dx^ 




"j 


■ v^*; • 



Essendo nulle le derivate parziali prime della funzione / al punto 
M della superficie d'onda all'istante /, se questa sia onda persistente, 
nella posizione S' all'istante i -{- dt le stesse derivate devono essere al- 
tresì nulle al punto M', di coordinate x. + «/a.d^, in cui la S' è in- 
contrata dalla normale MN; dinotando w la velocità di propagazione 
dell'onda 5 secondo la 4tfta normale (§ 513), hanno luogo l'equazioni 



(29) 



_d 
dx 

dx 



0) 



V . / dy , d'f , d'f \ 

,dt ^ \ 'dx,dx^ ^ * dxl ' ^dx^dxj 

Eliminate fra di esse le -; — 4-, -5 — 4-, -3 — 4-, à ottiene 

dx,dt dx^dt dx di 



a — =^ 



' ' *dx,dx^ ' * ^dx^dx^ ' ' 'dx^dxj 

ma dalle (28) vengono le tre relazioni 

d'f ,d'f . ,d*f 

'*dxjx^ 'dxl^^dxl' 



a— 3 -j 






j — , , _„j 



rum T E TL-iaronwo e moto dei sistemi cohtihui. etc_ 



due dcUe qiuL derivano daU'altra con le soUte sostìtuzioni negrmdici 
(123), sostituendo k stesse nella (0, e fatta riduzione stante la 2.«^ — /, 
a cons^ue l'equazione 

(30) «''Ijì;' = «'^>^=J?' 

che corrisponde alla seconda (20) del S 516 riferentesi all'onda di se- 
coodo ordine. 

519. Designati vj. p', /»'; t-r. f"> P" <J"« ^^'"^ d'integrali deU'e- 
quazioni (21), (22), relativi ai due movimenti compatibiU (S S»?). « P<*^ 

P = p" - p'. Vi = V; — v\ (i= i. », J). 

la continuità eage che lungo la superficie d'onda si abbiano 

F. = o. r. = o, r, = o, 

inoltre p" = p'; e poiché p = F(j>\ bisogna che sia p" = p', ^i^^ 

Sostituiti nelle (21) successivamente i due indicati sistemi d'int^rali, 
sosdtuendo alle variabili x., i i valori, che corrispondono ad un punto 
della superficie d'onda, poscia presa la diflFerenza tra i due astemi d'e- 
quazioni (21), le Xj in essa dispariscono, e si hanno pertanto le tre e- 
quazioni 

. . i dP , dV. , dVi , dV, , dV, ... , ,v 

(31) -, _• -l- V -;— ' 4- V -, -h V -, ■" =0 (» = I, ». 3). 

^^ ^ p dXi ^ dt ~ 'djc, ^ »<ix, ^ Jrfx, 

per la (22) poi, stantechè p = F(p), viene 

,„N F'(J)rdP, dP . dP , dP-l , ^dV, „ 

il X esteso ad i = i, 2, 3. 

Differenziando requazioni T. = o, P = o lungo la normale MN 
alla superficie d'onda, i cui coseni direttori sono designati a^ (S 513)1 
si ottengono l'equazioni 

^^ix i dV, , dF. , dV\ 
/^P , / dP , dP dP\ 

Ni conseguono inoltre l'eguaglianze dei rapporti 



o; 
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dF. dV. dV. 

dP dP dP 

OL • ■■■■ — - flt • flt • — - 

• dx, » • dx, ' • dXj ' 

e dalle quali, dinotato i : e il valore comune alle prime, i : e' alle se- 
conde, vengono le relazioni 

dF, dP 

11^ = ^*»' dir,="'^ (* = x.».j); 

mediante le stesse dalle (35) si traggono le seguenti 

r ^ dF,. dF, dP . dP 

(34) a,^+«;^-i = o, «,_+t.^ = o (* = i...3X 

ed in seguito a quest'ultime e le precedenti, le (31), (32) forniscono 
l'equazioni 

(35) f J^ = («'-Z«.Oj^ (*=x...j). 

(36) ^-sj^t^ - 2.«.-^.;^ - «.2. J^ - Z.dT,''^' 

i sommatori ^ essendo estesi ad i= i, 2, 3. 

Particolarizzata la (35) con i^=i, 2, 3 contemporaneamente nelle 

derivate -: — , -j—^ , e moltiplicate l'equazioni dedotte rispettivamente per 
^i > ^a > ^3 > ^^^ sommati i prodotti, si ottiene 

divisa questa per l'equazione (36), con osservare che p = f (p), si con- 
segue 

donde si ricava 



w 



=l<^^v,±y^', 



e poiché ^oL.v. dinota la projezione della velocità v del punto consi- 
derato sulla normale MN alla superficie d'onda, se si designa questa 
projezione per N^y osservando al tempo stesso che 

I _ dp 

F. Caldarbaa. — Mtccémua, voi. 111. a6 
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due delle quali derivano dall'altra con le solite sostituzioni negl'indici 

(123), sostituendo le stesse nella (i), e fatta riduzione stante la X*i = '» 
si consegue l'equazione 

(30) ""lUr"''''^" 

che corrisponde alla seconda (20) del ^ 5^^ riferentesi all'onda di se- 
condo ordine. 

519. Designati vj, p', p'; v" y p", p" due sistemi d'integrali dell'e- 
quazioni (21), (22), relativi ai due movimenti compatibili (§ 517), e poste 

P = p" -/,', F, = < - v[ 0=1, 2, 5), 

la continuità esige che lungo la superficie d'onda si abbiano 

F. = 0, r. = o, r, = o, 

inoltre p" = p'; e poiché p = F(jì)y bisogna che sia p" = p\ qmndi 
P = o. 

Sostituiti nelle (21) successivamente i due indicati sistemi d'int^;rali, 
sostituendo alle variabili x., / i valori, che corrispondono ad un punto 
della superficie d'onda, poscia presa la differenza tra i due sistemi d'e- 
quazioni (21), le X. in essa dispariscono, e si hanno pertanto le tre e- 
quazioni 

. . i dP , dF,. dV,. dV,, dV, 

per la (22) poi, stantechè p = f (/>), viene 

/ ^ F'ÌP){àP , dP , dP . dPl.^dF, 

il X esteso ad i = i, 2, 3. 

Differenziando l'equazioni F,. = o, P = o lungo la normale M N 
alla superficie d'onda, i cui coseni direttori sono deàgnari a^ (§ 513), 
si ottengono l'equazioni 

(t = I, 2, 3), 



(33) { ^^p 



^.- . ( àV, , dV, , dV\ 
ì ' V dx^ ' ^dx^ ^dx / 



iP , / dP _, dP , dP\ ^ 
di ~ \ 'dx^ ^ ^dx^ ^ ^dx J 



si conseguono inoltre l'eguaglianze dei rapporti 
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dF. dV. dV. 

dP _ dP _ dP 
"•"dx. ~'^'' dx, ~"'*djc, ' 

e dalle quaU, dinotato i : e il valore comune alle prime, i : e' alle se- 
conde, vengono le relazioni 

dF, dP 

17 = '''^' 17,="'^ (*=x.».j); 

mediante le stesse dalle (35) si traggono le seguenti 

r \ à^i X àF, dP , dP 

(34) «»-df+«'j^ = °» "»77+«'rf^ = ° (* = '.^'J)' 

ed in seguito a quest'ultime e le precedenti, le (31), (32) forniscono 
l'equazioni 

i sommatorì 2^ essendo estesi ad i = i, 2, 3. 

Partìcolarizzata la (35) con ir=,i^ 2, 3 contemporaneamente nelle 

derivate -1 — , -j—^ , e moltiplicate l'equazioni dedotte rispettivamente per 
*i > *a > *3 > ^°^^ sommati i prodotti, si ottiene 

divisa questa per l'equazione (36), con osservare che p = f (p), si con- 
segue 

f'(p)[«/-X«,vJ=i. 
donde si ricava 



w 



= Z«.t,,±|/I^; 



e poiché X*.^i dinota la projezione della velocità v del punto consi- 
derato sulla normale MN alla superficie d'onda, se si designa questa 
projezione per iV^, osservando al tempo stesso che 

I _ dp 

F. CAtmuiBaA. — ìdeccmmcm, voi. III. 26 
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la forinola precedente può scriversi 

(37) - = ^.±1/^- 

È manifesto che il secondo membro di questa equazione sia deter- 
minatO) tostochè è dato l'uno dei movimenti, quindi ha luogo il seguente 

Teotema. — La velocità di propagacene di un movimento in un fluido 
dipende dallo stato del fluido, ed è indipendente dalla natura del movimento 
che si propaga^ purché non vi sieno discontinuità. 

Essendo N^ la propagazione della velocità v del punto considerato, 
se si rapporta k velocità di propagazione al fluido esso stesso, che de- 
v'essere riguardato come spostantesi con la velocità N^ nella direzione 
della normale, allora per la velocità di propagazione si ha semplicemente 

W w = ±^ = ±^. 

la quale espressione specialmente ha luogo per la propagazione in un 
fluido in riposo, e designata p^ la pressione allo stato iniziale, si può 
scrìvere 



(39) w = ± j/; 



520. Impiego dell'equazioni idrodinamiche di Lagrange. — Si è 
osservato nel § 517 che all'equazioni di Eulero (21) bisogna unire, 
oltre l'equazione di continuità (22), una quinta equazione, che dipenderà 
in ogni caso dalla natura del fluido, e per l'oggetto si è supposto, come 
caso ordinario, che la densità p di un elemento di massa e la pressione 
p in esso fossero l^ate da una relazione, la quale sia la stessa per tutta 
k massa in movimento, ciò che richiede d'essere il fluido omogeneo, 
ed avente k medesima temperatura in tutti i punti; mentrechè, come 
ha rilevato Hugoniot (2* parte della Memoria citata. Giornale di Liou- 
viLLE, 4* serie, t. V, pag. 153 e seg.), l'equazioni di Lagrange fanno 
disparire k cennata restrizione, e permettono di meglio divisare il feno- 
meno delk propagazione dei movimenti. 

Adunque, riprendkmo l'equazioni idrodinamiche (12) del § 506, 
basate sul sistema delle coordinate di Lagrange riassunto nel § 458, 
cioè l'equazioni 
r,N I dp x-/v d^x-\dXi 
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con ciascun valore di k il sommatorio ^ esteso ad i =- i, 2, 3; per 
l'equazione di continuità (4) del 5 458 si ha 

in cui il determinante, espresso per gli elementi della prima diagonale, è 

^ [dx, dx, dx^n 
lai, di, dlj 

e le Xj sono legate alle variabili indipendenti ^j, t per le relazioni (i) 
del predetto §, ossia 

Xi = ^i(^,, S., S3, (*=!> a. 3). 

La conducibilità del fluido pel calore si riguarda come trascurabile, 
inoltre si suppone che ciascun elemento segua la legge adiabatica, sicché 
tra la sua densità e la pressione in esso esista una relazione 

P = F(P), 
la funzione F altronde potendo variare con le Kil fo ^ Po dinotano la 
densità e la pressione allo stato iniziale. 

Dall'ultima equazione e da quella di continuità risultano 

^^^~ D^ ? di,~ DFQ>y di/ 
per cui mezzo l'equazioni idrodinamiche (k) si presentano nelle forme 

(40) z,PC)z(4?-x,)i^ = f . = .,.,«, 

in ciascuna, che si consegue con fe = i, 2, 3, il sommatorio ^ sì e- 
stende ad i = t, 2, 3, ed a queste equazioni devonsi unire le sopra ri- 
ferite 
(41) pD-p^ = o, 9 = F(p). 

Intanto dall'espressione del determinante D, dinotando A.^ i suoi 

dx. 
minori algebrici complementari degli elementi designati — -, si rica- 

^^» 
vano le derivate parziali seguenti, cioè la prima 



di, "dS: ■ ''dl.dl, ' ''dl.dl^ 

d*Xj d'Xj d*Xj 
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e le altre due — z-"> — z- conseguibili da questa (42), eseguendo le so- 

stituzioni circolari successive negl'indici (123) relativamente a Jb, mante- 
nendo inalterad quelli dipendenti da ù 

521. Sostituita questa espressione (42) e le sue conseguenti rispet- 
tivamente nei secondi membri delle (40), risultano requazioni del movi- 
mento ridotte ad un sistema di tre equazioni alle derivate parziali di se- 
condo ordine^ racchiudenti tre funzioni incognite x,, x^, jc^; ora sieno 
x'., x'I (t = I, 2, 3) due sistemi d'integrali di queste equazioni, rappresen- 
tanti due movimenti compatibili, e supposto essenzialmente che la conti- 
nuità non sia punto turbata, sicché lungo la superficie d'onda 5 le velo- 
cità che corrispondono ai due sistemi d'integrali sieno eguali, poste 

(43) ^i = x'l — x\ (,= 1,2.3). 
le 17,., per le quali lungo la superficie 5 devono avverarsi l'equazioni 

(44) U, = 0, -77^ = (1=1,2,3), 

con l'intermedio delle sopra ricordate relazioni (i) del S 45^ sono fun- 
zioni delle variabili indipendenti ^^ e I. 

Dinotati a. i coseni direttori della normale alla superficie d'onda, 
condotta per un punto M della stessa, come nel § 513, si hatmo l'e- 
guaglianze dei rapporti 

(a,^ àU, dU, dU, 

'di, ' dl^ ' dx^ 

e differenziando le 0^ = lungo la detta normale, dinotata tv la velo- 
cità di propagazione dell'onda secondo la stessa normale (§ 5 1 3), si ha 
l'equazione 

dU, , [ dU, . dU, . dU,\ 

dalla quale, stante i rapporti (45), si ricava 

dUi , w dU. 

d U 

ed atteso la seconda (44) risulta — — ^ = o, sicché lungo la superficie 

d'onda devono sussistere le seguenti dodici equazioni 

, ,. d U, dU. d U: d U. 

(40 ^ = 0, ^ = 0, ^ = 0. ^ = (.= ..,> 
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Ehlle medesime in primo luogo si deducono l'eguaglianze dei rapporti 



d' U: d' U: d' U: 

a. 



di', ''di,di, ''di,di/ 

d* a d' U: d* 17.. 



'' ài.di^ 


d'U, 

m * 


'• dll 


d'U, 

j !_ 



= a. 



''dl,dl, '• dll ''dlji/ 

d' U.. d' U. d' U: 



«. 



''di,di, ''dU^^ '' di] ' 

donde vengono le tre relazioni 

d'U. J'U. , ,d'U. 

' *rf$,dS. 'dV, ^ 'diì' 

' '^53^5. 'rfS;^ 'di'/ 

due delle quali derivano dall'altra con le solite sostituzioni degl'india 
(123). 

Dalle stesse (46) in secondo luogo, differenziandole lungo la siidetta 
normale, si deducono l'equazioni 

d'U, . l d' U, . d' U, , d* u, \ 

dalla prima delle quali, con la eliminazione delle 

d'Uj d'U. d'U. 

di,dt' dijt' di^dt 

mediante le altre tre, rbulta 

ir ""{'dv^^'di^^'di 



d'U: ' d'U 



" -.• , - -i , d'U: \ 



di,di, ' * Uijl 
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e da questa, sosdcuendo le (47), dietro riduzione stante la X «! = i, 
si consegue l'equazione 

da particolarizzarsi ponendo successivamente t = i, 2, 5, e con ciascun 
valore di i accoppiando i successivi valori i, 2, 3 di Jb. 

522. Riprese l'equazioni del movimento (40), ed in primo luogo 
la prima di esse con i = i, sostituiti a — - lo sviluppo (42), e per le 

X- successivamente le cennate x|, x'.\ indi presa la differenza tra le due 
equazioni in tale modo conseguite, tenute in riguardo le designazioni 
(43), posta attenzione altresì che sulla superficie d'onda le derivate prime 
delle xj, x" sono eguali, si ottiene 



dl^ dt* " dV. ' "diji, • "d5.d5, 

^ j d' U^ , . d^U^ d* Ut 



dl\ ' "dljl, ' 'Ul^dl^ 

d" U, <f t7, d" U, 



+ ^M"7tr + -^j^jt jc + ^}j 



dalla medesima per mezzo dei rapporti precedead alle (47), e della (48) 
con ifc =: I, sostituendo alle derivate 

d^Uj d'Uj £Ui 

di,d^/ di,dl/ dt' 

Jl IT 

le corrispondenti, che contengono soltanto le — — ^ , risulta 

dV, 

«, ^^ d\^ d\\ ^ " -^ » '^ 'J J-» ^5> 

'+ (^,.«. + ^, A + ^M^>7|-' + K.«. + ^M«. + ^„«,) 7^' 

il sommatorio ^ esteso ad t = i, 2, 3. 

Da questa equazione (49) si deducono due altre con le sostituzioni 
circolari successive nel gruppo (123) degl'indici relativamente a h nelle 
^j^, (t^y A^^^ le quali sono corrispondenti alla seconda e terza (40), se 
si trasformano direttamente, come dalla prima è risultau la (49); con- 
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J2 TJ 

seguite codeste due nuove equazioni, si commutino nelle stesse le — — ' , 

d' U, n, . , . . . aj d^ 17. «; d' £/.• 

^ nel! equivalenti espressioni —\ — — *, — f "777 derivanti dai rap- 

porti che precedono ♦ le (47), indi soppressi rispettivamente i fattori — J , — f 

comuni ai primi e secondi membri, quest'ultimi cosi ridotti risultano 
identici al corrispondente della (49); pertanto, eguagliati i primi membri 
delle tre equazioni, soppresso in seguito il fattore comune DF\p)w^y 
vengono l'eguaglianze dei rapporti 

. ^ ^ dx, d' £7, V- dx, d* U, ^ dx, d' U, 

Dinotato e il loro valore comune, e formate in conseguenza l'equazioni 
^ d X. d' U, ^ dx.d'U, ^ d X, d' U, 

risolvendole rispetto alle 

d'U^ d'U^ à*U, 

dV, ' dl\ ' dl\ ' 

con riguardo all'espressioni del determinante D, e dei suoi minori alge- 
brici complementari rispetto ai vari elementi, si conseguono l'eguaglianze 
dei rapporti 



dV, 

d'U 
ì 



= -777 • (^a.*. + ^ai«, + ^., «,) 



J^ ' (^,.«. + ^,>«a + ^,,«3); 



designato R il loro valore comune, quello dei (50) risultando eguale ad 
RD, ne vengono l'espressioni 
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che sostituite in (49), indi soppresso il fattore R comune ad ambedue i 
membri, forniscono la seguente rimarchevole formola data da Hugoniot 
(2^ parte della sua Memoria succitata, pag. 163) 

Un convenevole maneggio dell'equazioni di Lagrange, analogo al- 
l'adoperato nel ^ 519 per l'equazioni di Eulero, conduce alla medesima 
espressione (37) di quel §, che serve al calcolo del valore assoluto della 
stessa velocità w di propagazione (confr. per l'oggetto la citata Memo- 
ria di Hugoniot, 2* parte, pag. 163 e seg.). 

m. — Movimento permanente dei fluidi perfetti. 

523. Moto permanente in genere. — Fu cennato nel § 459 che 
il moto di un sistema contìnuo dicesi permanente, allorché i caratteri 
dello stesso, pure potendo variare da punto a punto, sono in ogni istante 
identici per un medesimo elemento, ciò che richiede che le velocità sieno 
indipendenti dal tempo, e soltanto variabili con le coordinate determinanti 
la posizione dell'elemento considerato ; è quindi evidente che in tale mo- 
vimento tutti i punti materiali del sistema, i quali passano per una stessa 
posizione nello spazio, descrivono la medesima trajettoria e nello stesso 
modo. Si può pertanto immaginare nel sistema un'infinità di linee, che 
sieno le trajettorie dei suoi elementi, e dei medesimi quelli che crovansi 
situati sopra una qualunque di queste linee non sortiranno mai durante 
tutto il movimento. 

Le trajettorie dai vari elementi, ossia le linee di corrente si confon- 
dono con le linee di flusso, come si è rilevato nel citato § 459, dap- 
poiché essendo le componenti v. della velocità v di un elemento funzioni 
delle sole sue coordinate x., cioè 

dx 
dalle stesse s' inferiscono l'equazioni differenziali delle trajettorie 

(2) 



dx, dx, àx^ 



che sono indipendenti dal tempo t, e manifestano d'essere le trajettorie 
dd vari elementi identiche alle Unee di flusso, rappresentate dall'equa- 
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zioni (9) del menzionato § 459, in cui è riguardata / come nn para- 
metro. Gl'integrali di esse equazioni (2) includono due costanti arbitrarie, 
perciò le traiettorie formano un sistema di curve doppiamente infinito, 
mentre nel movimento non permanente formano un sistema di curve 
triplamente infinito, perciò le loro equazioni includendo tre costanti ar- 
bitrarie. 

Nello spazio percorso dal sistema continuo si concepisca un'area 
piana infinitamente piccola e, le trajettorie partenti dal contorno di que- 
st''area costituiscono una specie di tubo, entro il quale si muovono gli 
elementi che traversano a; l'insieme di essi elementi forma ciò che di- 
cesi un filo del sistema in moto, un filo fluido nella specie. 

Riferendo tutto l'anzidetto ai fluidi perfetti, poiché le v. sono indi- 
pendend dal tempo /, possiamo scrivere l'equazioni di Eulero, (16) del 
§ 506, pel moto permanente nelle forme 

^^^ p dx. • 'dx, ^dx^ ^dx^ 

e se le forze di massa derivano da una funzione di forze U(x., x , x) 

indipendente dal tempo, quindi sieno X^ = -^ — , e sìa p funzione di p^ 



Q=u- r 

Jfo 



posta 

dp 

P 
la Q essendo funzione delle x-, le stesse (3) si possono scrìvere 



a 3 



524. Teorema di Berkoulli. — In quest'equaziom (4) il tempo non 
figura, in conseguenza vi si può introdurre elementi geometrici oppor- 
tuni per trasformarle convenientemente ; a tale oggetto si consideri l'arco 
5 di una trajettoria contato da un punto assegnato A^ sino ad un punto 
A della stessa determinato dafle coordinate x., che a loro volta sono 

funzioni di 5 ; quindi i coseni direttori della tangente in A alla trajettoria 

d X- 
sono espressi da --p^, e le v^ dell'elemento passante per A dalle 

(5) ^'^^"^ (» = i, 2, jy. 

pertanto l'equazioni (4) si possono scrivere 

• \dx^ ds '^ dx^ ds "^dx, ds /~ dx,' 

F. Caldaabaa. — MuttmU*, voi. III. 37 
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od anche 

-^^v dv- dO 

giacché lungo la trajettoria le v^ sono funzioni di s per Tintermedio 
delle x-i e poiché per lo stesso intermedio anche Q è funzione di 5, 
sicché 

ds dx^ ds * dx, ds '^ dx^ ds * 

se si specifica le (6) ad i = i, 2, 3, indi si moltiplicano le cons^uite 

rìspetdvamente per 

dx, dx^ dx^ 
ds' ds' ds' 

poscia si sommino tenendo conto della (5), risulta 

Zdv. dO^ 
• ds ds 

Si ha d'altro canto v* = X^i> viene dunque l'equazione 

^(t«- - e) = ». 

donde emerge che la quantità entro parentesi é indipendente da 5» on- 
d'essa non varia col variare dell'arco 5 della trajettoria, lungo la stessa 
é perciò costante ossia si ha 

(7) i.v»-j2 = c, 

C una quantità, la quale é bene ad osservarsi rimane inalterata lungo un 
filo fluido, ma che varia da un filo ad altro. In questa relazione (7) con- 
siste appunto il teorema di Daniele Bernoulli. 

Se per un filo fluido si dinotano Vo9 Poy ^o» Qo '^ valori delle fun- 
zioni v,p, 17, Q relativi ad un punto determinato A^^ si ha C=yV^ — Qo» 
quindi per la (7) 

(8) ^(v*-rO=Q-(l=U- a,- r^; 

e quando trattasi di un liquido incompressibile isotermico, pel quale è p 
costante, per la stessa equazione si ha 

(j) -Lt;^_ (7+Ì-= Jl-x; _ C7, + ^, 

che servirà al calcolo della velocità v di un elemento al punto A, se sia 
conosciuta in esso la pressione p ; viceversa per la stessa si potrà deter- 
minare la pressione, quando sia conosciuta la velocità. 
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Introdotta nella (7) l'espressione di Q pel caso in esame, e risol- 
vendola rispetto a p^ si ottiene l'equazione 

(io) p = ^^U-\-C-{v'), 

la quale dimostra che lungo il filo fluido ia velocità v non può oltre- 
passare un certo limite, altrimenti il liquido si separerebbe, giacché do- 
vendo essere p positiva, bisogna che si abbia 

Se si tratta di un liquido incompressibile pesante, pel quale le forze 
laterali al filo fluido sieno trascurabili, talmentechè le forze di massa 
sono quelle soltanto dovute alla gravità, la cui accelerazione designata g 
si suppone costante per tutta la massa in movimento, prendendo l'asse 
di coordinate Ox^ nella direzione di ^, ossia verticale, però positiva- 
mente dal basso in alto, si hanno per le componenti di dette forze re- 
lativamente all'unità di massa, 

Z. = X. = o, X, = ^ = -^, 
quindi per un elemento, il volume del quale sia presD per unità, si ha 

soppresso per semplicità ad x^ l'indice ; e di seguito, avendosi U^= — gx^ , 
dinotata x^ la coordinata in altezza del punto A^, l'equazione (9) diviene 

(il) ?^" - ?< = 2(gfh + p^— p\ 

essendo h = x^ — x l'altezza di A^ rispetto ad A, supposto il filo fluido 
in discendenza da A^ verso A. 

È sotto questa forma particolare (11), che ordinariamente si suole 
presentare il^ teorema di Bernoulli. 

La medesima si può trovare direttamente, deducendola dal teorema 
delle, forze vive (§ 1 34), giacché essa esprime che l'incremento .della forza 
viva deirelè!nento in inoto lungo il filo, passando dalla posizione A^ aUa 
posizione A, è eguale al doppio del lavoro della forza di gravità gfb^ 
e della forza di pressione p — p^ (conf. Laurent, Trattato di Meccanica 
ragionale, t. U, pag. 224 e seg.). 

La stessa (11), rimessovi il valore di /r, però contando le x positive 
dall'alto in basso, /? = x — x^, divisa per 2^p, e posto ^p = u, es- 
sendo T5 il peso specifico del liquido, si può scrivere 
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è da osservare intanto, che — rappresenta l'altezza, cui arriverebbe un 

grave se fosse laudato nel vuoto con la velocità verticale v, la quale 
si denomina l'alUj^:^a corrispondente alla velocità v ; indicata :( l'altezza di 
una colonna liquida verticale capace di produrre col suo peso la pressione 

p, si hsL p ■=^ux^^ quindi :^ = — , e questa si chiama alta^^^a o colonna 

pieT^ometrica, la differenza x — dicesi livello piesometrico del punto con- 

tar 

siderato; con tali denominazioni l'equazione (ii') si traduce nella forma 
seguente, in cui si suole anche enunciare il teorema di Bernoulu: 

La differenza delle aliente dovute alle velocità in due punti di uno 
stesso filetto liquido pesante in moto permanente (non tenendosi conto delle 
resistente di attrito) è eguale al dislivello piesometrico fra i punti considerati. 

525. Movimento permanente irrotazionale. — Nel § 507, trat- 
tandosi di alcuni casi speciali di mpto dei fluidi perfetti, si è considerato 
il 2°, pel quale si è supposto non solo che la densità p dell'elemento in 
moto fosse funzione della pressione p, ma che esistessero una funzione 
di forze l/(x,, x^, x^, /) ed un potenziale di velocità 9 (x,, x^, x^, /), 
ambedue funzioni delle coordinate x. dell'elemento, includenti per mag- 
giorp generalità il tempo / ; le componenti delle forze di massa e quelle 
della velocità essendo perciò le derivate parziali rispetto alle x. di esse 
funzioni (/ e f , cioè 

Si è dimostrato che in tale caso il movimento è irrotazionale, cioè 
a dire, che i vari elementi della massa fluida in moto non subiscono 
rotazioni di sorta; inoltre, secondo U teorema di Lagrange (§ 508), 
allorché ad un determinato istante le velocità derivano da un potenziale, 
avverrà lo stesso in ogni altro istante. 

Ora, è agevole rilevare che tutto dò ha luogo eguaknente se in 
dette funzioni U e ^ non è incluso il tempo /, in conseguenza che le 
V. siano funzioni soltanto delle coordinate x.; pertanto il movimento è 
permanente, ed in coesistenza si hanno 

dU dif 

Analogamente che nel citato ^ 507, posta 
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(13) <2=c7-y 



essendo Q funzione delle x^, l'equazione (19) e sue conseguenti delio 
stesso § diventano 

manifestanti clie nel movimento in esame la quantità entro parentesi 

rette, ossia 

dp 

. P 
è indipendente dalle x. . 

Seguendo il moto di un qualsiasi elemento lungo il rispettivo filo 

fluido, per la (7) del prec. § si ha l'equazione 



(14) ±.^-a+J 



^v-v+fét = c: 



si è dimostrato essere C costante lungo tutto il filo, e poiché la mede- 
sima quantità (14) è nel caso presente indipendente dalle x., risulta es- 
sere C la stessa in ciascun filo fluido, od in altri termini che la quan- 
tità (14) non varia in tutta la massa in moto. 

Con l'equazione precedente del movimento deve coesistere quella di 

contmuità (3) del § 505, osservandosi essere 1 -p j = o ; deve coesi- 
stere altresì l'equazione (4) dello stesso §, non includente però 6 ; adun- 
que nel moto in considerazione si hanno per la determinazione delle f , 
p, p le tre equazioni 

(15) { A.( É1.\a.J-( '^f\^J-( Él^- 
dxXdxJ'^ dx.y'H'J'^ dx\^dxj~°' 

p=f(J>)' 

Allorché si tratta di un liquido incompressibile isotermico, essendo 
p costante, l'equazioni del moto per la determinazione di f e /> riduconsi 
alle due seguenti 

dx] ^ ixl'^ dxl~^' 
l'ultima ddle quali é l'equazione di Laplace. 
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In dasciin problema, per intimare quest'equazioni o le (15), da 
impiegare secondo ì casi, bisogna conoscere le condizioni iniaali, e le 
condizioni ai limiti per le funzioni a doversi determinare. Insogna altreà 
che codeste condizioni soddisfino alle stesse equazioni da integrare. 

Identificato un filo fluido ad ima curva C, le cui estremiti sìeno 
dinotate A^ B, il flusso o circolazione lungo essa curva va designato 
dall^mtegrak ($ 460) 

dx. 



Jt£\ 



U) 



ora, dappoiché nd moto permanente irrotazionale esiste un potenziale di 

velocità, osàa una funzione f ddle x. tale, che ^v-dx. = li^, e questa 
funzione dev'essere continua finita ed uniforme lungo la detta curva, se 
la medesima C àa chiusa, la circolatone / lungo tutta codesta curva 
sarà nulla. 

IV. — Movimenti vorticosi dei fltddi perfistti. 

526. CoMsiDERAZiONi GENERAU. — Nelle ricerche delle velocità ed 
altre determinazioni relativamente alle deformazioni e movimenti dei si- 
stemi continui, nei SS 45^ ^ ^'» ^^^^ avere definita la rotazione me- 
dia turbine in un punto del sistema, ad un dato istante, sono state 
definite le linee e le superficie di turbine, o linee e superficie vorticoidi 
(S 462), le une date per l'equazioni differenziali 

rl^ ili — il^ — ^ 

^^ r ~ r ~ r * 

e le altre per l'equazione generale 

■ 

nelle quali le r^ sono espresse per le (15) del S 4^i> il X "^ (^) ^^ 
so ad f = I, 2, 3, e gli a. designano i coseni direttori della normale 
alla superficie vorticoide considerata in un generico punto x,. della stessa. 

Come superficie di turbine particolare è stata definita quella, che 
prende il nome di tubo vorticoide, godente le stesse proprietà di ogni 
altra superficie vorticoide, e sono stati specificati i casi nei quali il tubo 
ha la forma di anello vorticoide, o l'altra di tubo vortù^pide infinttamenU 
sottile. 

Infine, nel S 4^3 fu notato che se una particella del sistema in 
moto ruota in un istante, essa seguiterà a ruotare durante tutto il mo- 
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vimento, talché originato il moto vorticoso, proseguirà qualmente per- 
durando le stesse condizioni; e se ciò non avviene in un dato istante, 
non avverrà mai. 

Conseguentemente un sistema continuo in movimento si potrà tro- 
vare, dietro le condizioni iniziali, in generale diviso in due parti: Tuna 
formata da elementi non subenti moti vorticosi, l'altra di elementi con 
moti costantemente vorticosi, e quest'ultima potrà essere costituita da 
tubi ed anelli vorticoidi insieme, od a solo; potrà avvenire, per es., 
che il sistema si componga di un solo anello vorticoide, circondato dal 
resto del sistema animato da moto irrotazionale. 

È evidente che tutto quanto è stato rilevato a proposito dei moti 
vorticosi dei sistemi continui in genere, ha luogo egualmente pei fluidi 
perfetti; in riguardo ai quali però si suppone che la densità di un ele- 
mento qualsiasi è funzione della pressione, e che il medesimo sia sotto- 
posto a forze derivanti da una funzione U di forze, ossia da una fun- 
zione uniforme, finita e continua delle x,. e /; essendo escluso intanto 
il moto permanente pel quale esiste un potenziale di velocità, giacché 
allora, come si é dimostrato nel citato § 463, il movimento è irrotazio- 
nale. 

L'equazioni generali del moto di un fluido, nelle condizioni attual- 
mente ammesse, in coordinate Lagrangiane possono presentarsi nelle for- 
me (17) del § 507, cioè 

/ s d'Xi dQ dv. dQ 

(3) 7F = Jx- ""^^''" if = dj; (^ = ^>^>3), 

essendo come in esso § 

dp 



(4) Q(x,,x,,x^,t)=U-n=U-J^^^y 

ossia Qy parimenti di (/ e n, funzione uniforme, finita e continua delle 
X. e /; le x. dipendenti dalle coordinate 5; e / per le relazioni (io) del 
§ 506, cioè a dire 

(5) ^. = +.•(?,> 5,. S,, = 1,2, 3); 
le V. come per le (14) dello stesso § sono 

(0 ^i = *. (^, > ^a > ^3 > 0' = ^ 2, 3), 

e per Tintcrmedio delle (5) diventano anch'esse funzioni delle ^^ e /. 
Alle stesse (3) sono altresì sostituibili l'equazioni di Helmhglts^ 
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(38) del $ 510, cioè 

^^^ dt\f ) 2. ^ d^^ . 

le quali per un liquido isotermico, essendo p costante, si semplificano 
nelle 

specificandosi le une e le altre con dare a k successivamente i valori i, 

2, 3, e con ciascuno di questi valori esteso il somma torio ^ ad i^i, 
2, 3, le r, , r^, r^ essendo le suddette (15) del § 461. 

527. La circolazione lungo una linea fluida chiusa è costan- 
te (teorema di Helmholtz). — Con l'equazioni (8) si può dimostrare 
questo importante teorema, ma la dimostrazione in tal modo sarebbe 
limitata ad un liquido a temperatura costante ; ecco come Tillustre Poin- 
caré l'ha presentato e dimostrato, senza questa limitazione, nel suo libro 
Théorie des Tourbillons, Paris, ed. G. Carré, 1893, pag. 11 e seg. (man- 
terremo però negli sviluppi le usuali nostre segnature): 

Consideriamo un'infinità di molecole fluide formanti all'istante f=o 
una curva chiusa Q , le cui equazioni dipendenti da un parametro a sieno 

(9) ^. = ^(«) = 1,2,3); 

all'istante t le stesse molecole formano un'altra curva chiusa C, l'equa- 
zioni della quale in coordinate Lagrangiane l^ , /, con dipendenza dall'in- 
dicato parametro sono 

(io) ^i =/.(«> (1 = 1.2,3), 

le /. essendo funzioni uniformi, continue finite, e periodiche di a. Gò 
premesso, si consideri l'integrale 



= Jj^v.dx, 



lungo la detta linea C, per la quale essendo A il periodo di ot, presa 
questa quale variabile, si ha 



'^a^-ay- 



dx. 
e poiché, conseguentemente alle (io), le ■^, e le v^ dipendono da 

I, calcoliamo la derivata di esso integrale rispetto a questa variabile, per 
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=r(i^è+z»-^)^ 



o 



la quale stante le (3) viene 

d£ 

potendosi riguardare Q per ^intermedio delle (io) quale funzione di a. 

L'espressione sotto il segno / essendo una differenziale esatta, Tin- 

tegrale preso lungo una curva chiusa, ossia in tutto il periodo A di «^ 
è nullo, quindi si ha 



-j- = o, ed / = costante, 

ut 

ciò che dimostra la costanza della circolazione, e di essere la medesima 
indipendente dal tempo. 

528. Alcune proprietà delle vorticoidi significate per teoremi: 

Teorema I. — Una tangente qualsiasi ad una superficie vorticoide 
partente da un dato punto della stessa è vettore turbine in quel punto; re- 
ciprocamente, ogni vettore turbine dev'essere tangente ad una superficie vor- 
ticoide, e ad una linea vorticoide di essa superficie passante per lo stesso 
punto di contatto. 

Ciò emerge evidentemente dalle rispettive definizioni delle linee e 
superficie vorticoidi (§ 462). 

Teorema II. — La circolazione lungo una linea chiusa s tracciata 
sopra una superficie vorticoide a, la quale contermina da se sola una por- 
Ziont A semplicemente connessa della superficie^ è nulla; in consegtunza, 
affinchè ad un dato istante t una superficie a fosse superficie di turbine, 
bisogna e basta che la circoh^one lungo di ogni linea chiusa 5, tracciata 
sulla stessa in modo a limitare un'area A sempliumente connessa, sia nulla. 

Per dimostrarlo riprendiamo l'eguaglianza (14) del § 442, esprì- 
mente il teorema di Stokes, pel quale un integrale di superficie va com- 
mutato in integrale curvilineo, e reciprocamente; nella stessa alle F^ si 
sostituiscano le funzioni sopraindicate v. delle x., (6) del § 526, rite- 
nendo / come un parametro di determinato valore, e fatta una conve- 
nevole scelta per la direzione positiva della normale a a nel punto con- 

P. Caloakbka. '- Mucùmicut voi. III. a8 
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siderato, possiamo scrivere l'indicata eguaglianza, con riguardo alla (2) 
dell'anzicitato $> 

Ora, per tutta la superficie vorticoide si ha X ''•*• = o» dunque 
qualunque sia la linea chiusa 5, la circolazione lungo la stessa dev'essere 
nulla; reciprocamente, se questa è nulla per una linea qualunque i chiu- 
sa sulla (7, nullo perciò l'integrale del secondo membro (11) per tutta 
la porzione A limitata da i, dev'essere ^fi^i = o da per ogni dove 
della superficie, conseguentemente è questa una vorticoide. 

Corollario. — L'intersezione l di due superficie vorticoidi è una lima 
vorticoide; giacché, il vettore turbine in un punto di / è tangente ad un 
tempo ad ambedue le superfìcie, perciò è tangente ad /. 

Teorema III. — Gli elementi fluidi, che ad un istante t^ si trovano 
sopra una superficie linea vorticoide, ad un istante posteriore qualunque 
i si troveranno altresì sopra una superficie linea vorticoide (teorema di 
Helmholtz). 

Infatti, gli elementi che all'istante t^ occupano i diversi punti di una 
superficie vorticoide a^, all'istante posteriore t si troveranno sopra altra 
superficie a ; tracciata su (s^ una linea chiusa qualunque s^ , limitante una 
porzione A^ della stessa <r^, codesta linea fluida all'istante t prenderà 
una posizione s sopra 9^ la quale limita una porzione A della stessa; 
la circolazione ha il medesimo valore lungo le due linee s^ ed i, e poi- 
ché é nulla lungo s^ essendo questa sulla vorticoide <7^, dunque sarà 
anche nulla lungo s; ma questa é una linea qualunque della superficie 
9, soggetta soltanto a limitare un'area A della medesima, pertanto in 
forza del teorema precedente è a una vorticoide. Se si tratta degli ele- 
menti posti sopra una linea vorticoide l^ all'istante t^ , questa si può con- 
siderare come intersezione di due superficie vorticoidi, le quali all'istante 
t varìeranno, conservandosi però della stessa specie, quindi la linea co- 
mune I contenente gli elementi fluidi della linea /^, giusta il corollario 
del precedente teorema sarà una vorticoide. 

Teorema IV. — Il flusso di turbine attraverso una superficie chiusa 
9 tracciata entro il fluido in considera:^ione è nullo. 

Le projezìoni r. di turbine, espresse per le (15) del § 461, verifi- 
cano identicamente l'equazione (16) dello stesso §, ossia 
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ripresa l'eguaglianza (5) del 5 439 cosdcuente il teorema di GrsbH) pel 
quale un integrale di volume si commuta in integrale di superficie» « 
viceversa» sostituendo alle F. le r.^ essa assume la forma 



IX^T^y = l^'"^'" 



il secondo integrale esteso a tutta la superficie ^, ed il primo a tutto il 
volume S dalla stessa racchiuso, il quale int^rale atteso Tequarione (rf) 
è nullo, risulta pertanto» com'era a dimostrarsi» 

(12) f(Lr,a;)d9 = o. 

529. Altri teoremi sulle proprietà delle linee e superficie 
voRTicoroi ! 

Teorema V. — La circolandone lungo una linea chiusa Iracciaia sulla 
superficie laterale di un tubo vorticoide, che da se sola (fig. i 26) contermi- 
na una porxione A sempliumente connessa, 
è nulla (teor. II) ; ben diversamente è per 
linee chiuse di altra natura tracciate su di 
essa superficie, come le CD, EF, Gtìy 
lungo le quali la circolazione non è nulla, 
ed ha il medesimo valore per tutte. 

Infatti» presi sulla CD due punti e 
e d infinitamente vicini» e similmente i 
punti e, f sulla EP^ tracciate sul tubo 
una linea ce unente i punti e ed e» e la 
df infinitàmeiite viciha alla prima» si forma cosi il contorno cCDdfFEu, 
che è una linea chiusa» limitante da sé un^area facente parte della super- 
ficie vorticoide del tubo» e la cui circolazione perciò è nulla. Èssendo 
la medesima un integrale preso lungo il detto contorno» si può riparti- 
re in più integrali secondo le differenti parti del contorno» e pertanto 
si ha 

circol. (cCDd) -}•• circol. (df) -f" cifcol. (fFEe)-}- circol. (ec) = o^ 

ma circol. (^/) -j- drco\,(ec) è nulla, perchè le due linee df, e e sono 
infinitamente viciùe e descritte in senso contrario» dunque osservato che 
la circolazione è un integrale» il cui valore cangia di segno quando s'in- 
vertono i limiti» risulta 

(i 3) drcoL (cCDd)^ circoL (t EFf), 
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egaaglkuiza che dimostra il teorema enimdato. Il valore costante dì essa 
circolazione dicesi il momento o l'inltnsità del tubo vorticoidc 

Teor£Ma VL — In un tubo vorticoidc infimlamcnU sottiU il prodotto 
di una se:(ione retta pel vettore di turbine corrispomiente è costante. 

L'espressione X'^ì^ì» ^^^ entra nel secondo membro della (ii), 
rappresenta la projezione del vettore di turbine r sulla normale alla su- 
perficie vorticoide o nel punto considerato, conseguentemente deàgnata 
r, codesta projesdone, si può esprimere la circolazione lungo la curva 

che contermina la porzione di a per l'integrale 2 / 1 r^d a. 

Intanto, trattandosi di un tubo infinitamente sottile, se Jo» dinota 
l'area di una sezione retta, r, allora si confonde col vettore turbine cor- 
rispondente r, ed avendosi per l'integrale anzicennato un solo elemento, 
la circolazione lungo il contorno della sezione dta va espressa per 2r^, 
e poiché ha lo stesso valore in forza del teorema precedente, dunque il 
prodotto rdiù è costante lungo tutto il tubo, e da ciò tragghiamo la 
s^uente conseguenza: 

Sieno all'istante / condotte due sezioni rette CD, OD' infinitamente 
vicine, che si possono perciò riguardare come parallele, e la cui distanza 
contata lungo il tubo sia /, dinotiamo iia> Tuna sezione retta, e p la 
densità del cilindro elementare fluido CD CD', la massa del quale per- 
tanto va espressa per fi afa; ad un altro istante /, gli elementi fluidi co- 
stituenti il tubo si saranno trasportati per formare un nuovo tubo vor- 
ticoide infinitamente sottile, e l'elemento CDC D' andrà a costituire un 
nuovo cilindro obbliquo C^D^C[D[y di cui sia d<ù^ la sezione retta cor- 
rispondente 3, d<ùy e sieno /, la distanza tra le basi, p, la densità, quindi 
fjjdtù^ la massa del nuovo cilindro; conseguentemente si ha per l'equa- 
zione di continuità 

p/do) = p^/^da)^, 

e poiché rd<ù =: r^dfù^y designato r, il vettore turbine corrispondente 
al contorno di d<ù^, da queste due eguaglianze si deduce 

(,4) ^=^='. 

I 
designata con e una costante infinitamente piccola indipendente da /*). 



*) Gli stessi rapporti (14) si possono conseguire anche adoperando Tequazìoaì 
di Hblmholtz, (7) del $ 526, ed altresì l'equaziom di Cauchy (confr. il Trattato di 
Meccanica razionale di Appell, t III, pag. 397 e seg.). 
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Teorema VII. — Quando non esiste un poicn's^ale di velocità, il flusso 

elementare ^v^dx^ non è perciò una differen:i^iale totale di una funzione 
delle tre variabili x.\ cercando se, ad un istante qualunque t, esistano su- 
perficie sulle quali il flusso elementare è una differenziale totale di una fun- 
zione di due variabili, si trova che tali superficie sono appunto le superficie 
vorticoidi di quell'istante. 

Eccone la dimostrazione : Poiché con Tintroduzione delle coordinate 
curvilinee sopra una superficie (5 265), si può sempre esprimere le x^ 
in funzione di due variabili indipendenti x^, x, , che si sostituiscano allt 
tf e t; del citato §, avendosi perciò 

dx, = ^J^ + 5^^*a 0' = '» ^» 3), 

l'espressione del flusso elementare prende la forma 

^v.dx. = L^dx^ + LJ\, 
e per essere la stessa una difi'erenziale esatta, devesi verificare l'equazione 

dL. dL 



i — -— ? = o 



d%^ dìL 
si ha quindi l'equazione di condizione 
d 



( àx, , dx^ , ^^j\ d ( dx^ . dx^ , dx\ 

dx^\ 'dx^ ' *dxj * ^d\/ dìL^\ 'dx^ ' *dx^ ' '^^j/ 

ovvero, sviluppando 

dv^ dx^ dv^dx^ . dv^ dx^ dv^ dx^ . ^^3^^3 dv^dx 



L _i- 1-11. rjZ2 «. z_rj. nni j L L L i = o- 

dy(.^ (/Xj d'A^dx^ ' dx^ i^.x^ dx^ d\ * dìL^dx^ d%^d%^ ' 

ma le v^ per l'intermedio delle x. sono funzioni di x^ e x,, vengono 

pertanto 

dv^ dvi_dx^ .dVj^dXj^ . dv^ dx^ 

d\ dx^ (iXj *" dx, dx^ ~ dx^ dt,^ ' 

dv^ _ dvj_dx^ , dVi_dx^ , dv. dx^ 
dx, dx, dx, "^ dx, dx. "*" dx, dx. ' 

2 12 2 3 } a 

e posta in queste successivamente i = i, 2, 3, poscia sostituendo nella 
precedente equazione, dietro riduzione con riguardo alle (15) del § 461, 
si ottiene l'equazione 

(15) { 'V^^^*« dx^dyLj^ ^\dx^di^, di^^dicj 

/dx, dx, dx, dxA 
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Ora, riprendendo le relazioni (io) dd succitato ^ 265, surrogando 
come si è detto alle », t; le x, , x^ , si osserva ^he i secondi membri di 
quelle relazioni sono preòsamenu! i mohiplkatori delle r. dell'attuale e- 
quazione (15)9 pertanto questa può mettersi neUa forma^ scrìvendo al- 
tresì «. pei p., 

ZHr,«=o, 

e spogliandola dd fattore H designato in quel ^, diverso da zero, vieae 
in ultimo luogo 

che è appunto la riportata (2) del 5 526, equaàone di una superficie vor- 
ticoide. 

5j0. Determinazione delle componenti della velootà in fl^- 
ziONE DELLE COMPONENTI DI TURBINE. — Per Opportunità a quanto avre- 
mo da sviluppare, premettiamo una trasformazione della formola di Green 
(5 44o)> per trarne alcune immediate conseguenze. 

Allorché in un campo 5 limitato da una superficie chiusa g, che 
possa avere anche parti sinuose, però non intrecciate, esiste un poten- 
ziale di vdocità 

Xv.dx. = dffy 

f essendo una funzione delle x-, uniforme, finita, parimenti le sue de- 
rivate parziali prime e seconde, in tutto il campo 5, surrogandosi le v^ 
alle F. in detto ^ 440> si ha per la (7) dello stesso 

d(^ 
la -j-^ allora dinota la componente della velocità v secondo la normale 

alla superficie <t condotu pel baricentro dell'elemento d g ; donde si rende 
manifesto il seguente 

Teorema. — Se 9, nelle condi:(ioni suddette, è furK^ione armonica in 5, 

d tp 
la -j^ sarà nulla in tutti i punti di 9, e viceversa, 
un 

In secondo luogo, con le funzioni F- considerate nel § 440 sia coe- 
sistente una funzione ^ delle medesime variabili x. tale, che -^Y f .Jx. 
diventi la derivata totale di altra funzione 9 delle x. , che sussista perdo 
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la relazione 

dalla quale si deducono 

-. . dff dF. , d> d^ d(f .. . 

^i = Tj-^> T"^ = YT-T + T-^-T-^ = 1,2,3), 

• dx. dx. ^ dx] * dXf dx. 

ZdFi , . i ^ d^ d(f 

il sommatorio ^ in quest'ultima esteso ad i ::= i, 2, 3. 

Si applichi alla stessa la formola (5) del citato § 440, risulta l'e- 
quazione 

e stantechè gli a. sono i coseni direttori della normale ^ da, quindi 
^ j-^a^. =r -T^ derivata di 9 secondo detta normale, posta altresì 4* = <p, 
dall'ultima equazione si trae la seguente 

sotto la quale forma si suole anche esprimere il teorema di Green 
(Confr. Poincaré, Op. cit., pag. 41). 

L'integrale del primo membro è esteso a tutti gli elementi d a della 
superficie chiusa a, e gli altri due a tutti gli elementi dS del volume 
dalla medesima limitato, la funzione f dev'essere uniforme all'interno 

del volume S, e —- è la sua derivata secondo la normale alla detta su- 

dn 

perfide coadotta pel baricentro di da. 

Dalla (17) s'inferisce un secondo 

Teorema. — Essendo 9, nelle condÌT^ioni sopra indicate, una fun:^ione 
armonica in tutti i punti del campo S limitato dalla superficie chiusa a, se 

la derivata -^ in tutti i punti della medesima sia nulla, viceversa essendo 
dn 

d 9 

—- z= o in 9, la (f sia funzione armonica in S, la stessa 9 da per ogni 

dove di S dev'essere costante. 

Infatti, poiché sono ad un tempo 
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la (17) rìducesi alla 

ed essendo tutti gli elementi differenziali positivi, perchè somme di qua- 
drati, l'integrale non potrà mai essere nullo, ammenoché non sieno 

j^ = 0, dff = o, e 9 = costante. 

531. Veniamo all'argomento enunciato in testa al 5 precedente, cioè: 

Quando nel movimento di un fluido si conosce ad un istante / le 
componend v. della velocità di una particella qualunque in funzione delle 
coordinate x,. della medesima, si possono conseguire immediatamente per 
differenziazioni le componenti r,. dei turbine, come per le formole (15) 
al § 461, ora si tratta di risolvere il problema inverso: 

Essendo date ad un istante t le componenti r. del turbine, dedurne le 
componenti v. della velociiiL 

Se si potesse risolvere questo problema con generalità, poiché i tur- 
bini si conservano, si conoscerebbero i loro spostamenti, giacché si po- 
trebbero determinare le direzioni e grandezze delle loro velocità per un'e- 
poca t -\- di infinitamente poco differente dalla prima, e poi per integra- 
zione ad un'epoca qualunque ; ma il problema in generale è indeterminato, 
salvo due casi soltanto per un liquido omogeneo, che occupi cioè uno 
spa:^io indefinito, che riempia interamente il recipiente in cui è contenuto. 

In queste condizioni procediamo alla determinazione delle v. in fun- 
zione delle f-, e supponiamo pertanto che ad un istante / sieno datele 
r. in funzione delle x^ in tutta l'estensione del liquido, e poiché per lo 
stesso é p costante, l'equazione di continuità (7) del 5 505 

essendo f la funzione di velocità, diventa 

cioè a dire f dev'essere una funzione armonica in tutto il liquido, e con- 
seguentemente al primo teorema del § pi^^* lungo la superficie del re- 
cipiente che lo contiene sarà -7^ = o, pertanto la velocità normalmente 
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a detta superficie è nulla, od altrimenti essa è tangenziale lungo codesta 
superficie. 

Le V; devono verificare l'equazioni (15) del § 461, ossia le 

^ "^ dx^ dx^ '' dx^ dx^ * dx^ dx^ ' 

devono anche verificare l'equazione di continuità succitata 

ed altresì lungo la superficie del recipiente devono soddisfare all'equazione 

(20) Z^i*. = o; 

d'altro canto le funzioni date per le r. devono soddisfare all'equazione 

conseguente dalle (18). 

Le tre condizioni significate dalle (18), (19), (20) determinano com- 
pletamente il problema, nel senso cioè che esso ammette una sola so- 
luzione. 

Infatti, supposto che sia possibile trovare due soluzioni, designati 
v'. ì valori delle v. per l'una, e v'f quelli per l'altra, dovendo essi veri- 
ficare ad un tempo le (18), dalle rispettive diflFerenze risultano l'equazioni 

dx^ dx^ * 

manifestanti d'essere ^ (v[ — v") d x. la diflferenziale esatta di una fun- 
zione <p(x, , x^y Xj), quindi 

V. — V.=j^ (I = I, 2, 3). 

Dall'equazione di continuità (19) si trae 

I dx, -"' ^4 = '^ ^'^'^^ 
cioè a dire, la funzione f dev'essere armonica in tutta l'estensione del 
liquido; intanto, per l'equazione (20) alla superficie del recipiente si ha 

ed in conseguenza del secondo teorema del prec. § risulta dover essere 

F. Caldajlbka. — MtumùcA, voi. lU. 29 
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f costant») quindi 



V,. — v^. =0, e V,. = V. y 



la soluzione è dunque unica. 

532. Caso di un liquido indefinito. — Per una nota proposizione 
di Analisi si sa che, essendo F.(i = i, 2, 3) tre funzioni delle variabili 
^i> ^a> ^3> soddisfacenti all'equazione 

li ]^ esteso ad ^ = I9 2, 3, si potranno trovare tre altre funzioni G,. 
delle stesse variabili tali, che sussistano Tequazioni 

*i — >J^ W^> *aJ^ J^> ^1 — J« 



dx^ dx^ ' ^ dx^ dx/ 3 dx^ dx^ ' 

ora, poiché le v. devono verificare la (19), le medesime si possono met- 
tere sotto le forme 

(22) V-^-^-^^ t;-^_^ y-ÌK_àR, 

^^^^ ""'- dx, dx/ "^^""dx, dx/ ^~ dx^ T^' 

e con ciò si viene a riguardare il vettore v di componenti v. come il 
turbine di altro vettore di componenti R. , funzioni anch'esse delle varia- 
bili x.^ che si devono determinare in guisa da soddisfare alle (18), per 
la prima delle quali in conseguenza si ha 



dv^ dv^ d'R, d'R^ d'R^ , d'R^ 
dx^ dx. dx.dx^ dxl dx\ ' dx.dx* 



d^ R 
od anche, aggiungendo e sottraendo --— al secondo membro, 

t» ^ _ 

dx,\dx, "^ dx,~^ dxj \dx\ "•" dxl "•" dx]}~^^'' 

Da quesa equazione con le solite sostituzioni negl'indici, ovvero ma- 
neggiando analogamente la seconda e terza (i8), se ne traggono altre 
due, sicché poste 

l sommatoti ^ estesi ad i = i, 2, 3, a luogo delle (18) si hanno le 
tre seguenti equazioni, incluse nell'unica 

(24) j^ — A^. = 2r. (i=i, a.)). 
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che restano identicameate verificate, se le R. soddisfano alle reUzioai 

(26) lR. = — 2r. = 1, a, 3), 

la prima delle quali manifesta che le R. devono costituire le componenti 
di un vettore turbine. 

D'altro canto, ricordata Tequazione di Poissok, (8) del § 190, 

(27) AF=-47rt. 

riguardante il potenziale Newtoniano espresso per la formola 

V = 



-Lì:"'- 



che una massa continua attraente My di volume 5 limitato da una super- 
ficie <7, avente la densità p in un elemento B di coordinate x^ , e volume 
dS^ esercita sopra un punto materiale A di coordinate ^,. facente parte della 

stessa massa M> però non posto in vicmanza di a, essendo U distanza A B 

(28) u = l/2;(x,-g% e dS = dxJxJx^, 

k^ dinotando la densità della massa attraente al punto Ay il confronto 
della stessa (27) con la (26) fa nascere il pensiero di potersi conside- 
rare R- come il potenziale deUa menzionata massa My avente però k 

densità fittizia espressa per p = i^ = — r., tale poten?daJe assumendo 
perciò h forma 

(29) J?.= — f^dS, 

in cui si porrà ì =^ i, 2» 3. 

Ciò premesso, e supposto che le R^ fossero funzioni uniformi, fi- 
nite e continue in tutto il campo 5, tanto delle ic-^ che delle ^., poten- 
dosi perciò differenziare la (29) sotto il segno d'interazione rispetto alle 
^.y se ne trae la seguente prima derivata, godeqte le stesse proprietà 
delle Ri, 

di, 2itJsdl.\» / ' 21: Js «' • 

e poiché si può riguardare — ^ quale funzipne delle jc., si ha quindi 



d ( »"< \ _ _L «^''i I (^ / I \ _^ ' l'I *■• — ^i 

dxAuì~ u dx. '*' ^'HT Iv; ~" V dx. u' *■'» 
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donde viene 

u' '~ dx,\u J"^ u dx,* 
si ottiene altresì per la surriferita derivata 

«Si 2%JsdXi\u / 2%Js u dx. 

Commutando il primo integrale del secondo membro da integrale 
di volume in integrale di superficie con la formola di Green, (4) del 
§ 440, risulta 

e partìcolarizzata quest'ultima ad t = i, 2, 3, indi sommate l'espressioni 
conseguenti, si ottiene 

i sommatori Z ^^^^si ad i = i, 2, 3; intanto, atteso la (21) il secondo 
integrale è nullo, e il primo è altresì nullo, perciocché la ^ è una su- 
perficie vorticoide sulla quale trovasi tangente il turbine r^, avendosi per- 
tanto Z^»*i = ^> conseguentemente risulta 

Le proprietà attribuite alle R^ in tutto il campo 5, traggono alla 
conseguenza che lo stesso risultato (32) debba avere luogo per ogni 
qualsiasi punto della massa attraente contenuta in S, od in altri termini 
che le i?. nelle forme assunte (29), oltreché soddisfare alle relegazioni 
(26), verificano altresì la (25); dalle (22) pertanto si conseguono 



533. Determinazione della forza viva nel caso di un liquido 
INDEFINITO. — Dinotati T codesta forza, si ha 

2T=^^£j^v\.dS, 
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in cui p designa la densità costante del liquido, 5 il volume dell'intera 
massa, e stante le (22) si ha altresì 

Ripartendo Tintegrale nelle sue diflPerenti parti, devesi considerare 
in primo luogo l'integrale triplo a limiti infiniti 

ed essendo con integrazione per parte 



il primo termine al secondo membro è nullo, giacché all'infinito il li- 
quido dev'essere in riposo, perciò le v. a quel limite sono nulle, pertanto 
per l'integrale in considerazione si ha 

similmente si trasformano gli altri integrali costituenti l'espressione di 
2 r, raccolti i quali si ottiene 

e stante le (18), (29), viene 

(54) T=fj;iR,v^s=^X[z^/^«]«. 

i sommatori 2! estesi ad i = i, 2, 3. 

534. Liquido contenuto in un vaso. — Il secondo caso cennato 
nel 5 531 di moto vorticoso di un liquido omogeneo, pel quale si sap- 
piano determinare le velocità in funzione delle componenti di turbine 
supposte date, è quello di un liquido contenuto in un vaso^ limitato da 
una superficie <r, che rimane riempito costantemente, del quale perciò la 
velocità in ciascun punto di (t è tangente ad essa superficie, e il cui trat- 
tamento riducesi al caso precedente, S 53^> P^^ ^^ artificio come segue: 

Senza cangiare lo stato del liquido entro al vaso, si può sopprimere 
questo supponendo tutto lo spazio esteriore a (t rimpiazzato da un liqui- 
do identico al primo, costretto però a restare immobile; si ha cosi un 
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liquido indefinito di eguale densità p a quello dentro il vaso, ma la cui 
velocità da un valore determinato entro a passa bruscamente ad essere 
nulla al di fuori di codesta superficie; cosicché la medesima costituisce 
una superficie di discontinuità, e perciò con l'accennata semplice surro- 
gazione del liquido immobile al vaso non potrebbero applicarsi le for- 
mole del § 532. 

Àfiine di togliere questa difficoltà, s'immagini esistente attraverso il 
liquido surrogato una superficie <;' parallela a 9 ed alla stessa assai vi> 
cina, cioè a dire i cui pund sieno distand dai corrispondenn di «, posti 
a coppie su di una medesima normale a ff, di una quantità costante assai 
piccola e; cosi si avrà uno strato liquido contenuto tra a e 0% di pic- 
colissima spessezza e, da potersi riguardare come una falda di turbini, 
nella quale la velocità varierà rapidamente in maniera continua, per pas- 
sare dal valore che realmente ha il liquido all'interno di a a zero este- 
riormente a d'. Nell'insieme pertanto si avrà un liquido indefinito, nel 
quale la velocità è continua, ed al quale in conseguenza si potranno ap- 
plicare le considerazioni e le formole del menzionato S 532. 

A precisare il superiore concetto, e mostrare che l'ideato strato li- 
quido tra (rei' costituisce una falda di turbini, supponiamo da prima 
che la parete del vaso (anche in parte) sia un piano a dato per l'equa- 
zione 

(35) Z«.^i— * = o» 

in cui a. sono i coseni direttori di una normale a a, dal lato dove tro- 
vasi il liquido immobile, x^ le coordinate correnti di detto piano^ e S la 

sua distanza dell'origine delle coordinate, il ^ esteso ad j = i, 2, 3; 
l'equazione del piano <r', parallelo a <7 alla distanza «, conseguentemente 
ha per equazione 

(36) Z«,*. — (* + = o- 

Del liquido in movimento entro il vaso sieno v[ le componenti 
della velocità pei punti sul piano e, che dev'essere costante e diretta se- 
condo lo stesso piano ; sieno v^ le componenti della velocità v di un ge- 
nerico punto (x,) dello strato liquido succennato; assumiamo per queste 
componenti l'espressioni 

(37) ^i = X (« + ^ — «x-». — «a^a - «3^)< (* = '» ^ )> 

e si rUeva agevakncme che le medesime sono compatibili al caso io 
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esame, perciocché oltre a seguirne la continuità, ai limiti in a e o' dan- 
no rispettivamente i valori v. = v[ , v^ = o. 

G>n le (37) formate le componenti r[ del turbine nel campo del 
suddetto strato, si hanno le seguenti tre espressioni, di cui la prima è 

le altre due da questa conseguenti con le solite sostituzioni negl'indici 
(123); dalle stesse sì rileva che codesto turbine ha un valore grandis- 
simo, in relazione ad i : e, ch'egli sia normale al piano (t, ed alla velo- 
cità v\ lungo lo stesso piano, giacché vanno soddisfatte identicamente 
l'equazioni 

(39) Z«.^• = o, X<r\^o, 

i sommatori 5^ estesi ad « = i, 2, 3. 

L'ideato strato liquido é dunque una falda vorticoide. 

Per passare dal caso particolare anzi considerato al caso generale, 
in cui la parete <y del vaso sia una superficie curva qualunque, si riguar- 
derà la medesima decomposta in elementi assai piccoli, onde poterli con- 
siderare come piani, e-la velocità v' costante in tutta la loro estensione; 
cosi parimenti sia decomposta la superficie g' in elementi piani, e si potrà 
inoltre assumere la spessezza e dello strato di passaggio assai piccola, in 
relazione agli stessi elementi componenti le due superficie <y, <y'. In tale 
modo, saranno applicabili a ciascuno degl'indicati elementi piani i risul- 
tati precedentemente ottenuti, e di seguito all'intera superficie a ; lo strato 
di passaggio sarà rimpiazzato da una falda di tubi vorticoidi, di ciascuno 
dei quali le componenti saranno fornite dalla (38) e sue conseguenti; 
codesto turbine in ciascun punto di e sarà situato nel piano tangente 
alla stessa in quel punto, e normale aUa velocità in esso punto. 

Dietro le premesse si può applicare la formola (29) alla determi- 
nazione delle R. relativamente al liquido indefinito sopra designato, per 
tutta la parte del medesimo in cui il turbine non è nullo; perciò devesi 
considerare tutto il volume F determinato dal vaso, e d'altro canto il 
volume F' della falda vorticoide sopra definita, il cui turbine ha le com- 
ponenti espresse per la (38) e conseguenti, pertanto si hanno 

però il volume elementare dF* si può esprimere per eJa, essendo la 
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base d9 dello stesso un elemento infinitamente piccolo delb parete 9 dd 
vasOy conseguentemente il secondo integrale dell'espressione precedente 
si commuu in integrale doppio esteso alla detta parete 

2tr' 



fi 



u 



dir. 



Cosi espressa la R^, partìcolarìzzandola ad i = i, 2, 3, se ne ri- 
cavano, stante la (38) e sue cons^uenti, tre espressioni di cui la prima è 

(40) R. = rJff^'"'+i;;ff-TÌ'.< - •-•;)'". 

le altre due dalla medesima deducibili con le solite sostituzioni n^Hn- 
dici (123); le r- sono componenti di turbine sup|X>ste date per un qual- 
siasi punto del liquido in movimento nel vaso, e le t;^ è bene ricordarsi 
d'essere le componenti di velocità lungo la parete 9 dello stesso, che 
parimenti devono essere conosciute. 

Quando sieno state calcolate l'espressioni delle R^y mediante le (22) 
si potranno cons^uire quelle delle v.y componenti della velociti v che 
corrisponde al dato turbine r . ; però si rileva palesemente che le formole 
cosi ottenute presentano Tinconveniente di richiedere la conoscenza an- 
ticipata delle anzidette velocità lungo la parete del vaso *). 

V. — Movimenti particolari dei liquidi pesanti. 

535. Caso i^ — Movimento parallelo ad un piano fisso.— 
Nei §§ 70, . . . , 76, e 354, 355 fu trattato il moto di un solido o si- 
stema rigido parallelo ad un piano fisso <x, rìducendolo al moto di una 
figura piana nel suo piano, la quale risulta segando il solido con un piano 
parallelo a <s; analogamente è da trattarsi il movimento di un sistenu 
continuo qualsiasi parallelo ad un piano fisso, subordinato alle s^uend 
condizioni : che la velocità di ciascun elemento sia parallela al piano, che 
le velocità degli elementi situati ad un istante sopra una perpendicolare 
al piano sieno identiche, che all'istante iniziale del movimento tutti gli 



•) Per più estesi sviluppi sui moti vorticosi confr. Poincaré, TbiorU des toMT- 
hillons, ed Appell, Micanique, t III, chapitre 35, opera già più volte dtati; confr. 
pure un'importante Nota del Dr. Ernbsto Laura : Sulle equaxiotd diffiren\ydi catuh 
nicbe del moto di un Hstefna di vortici eUmentari rettiUnei parallèli, Torino, C. Cho- 
sen, 1905. 
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Strati paralleli al piano* fisso sieno in uno stesso stata In tali condizioni 
il moto del sistema si riduce ad un movimento piano. 

Consideriamo in particolare un liquido pesante» Tacqua per es., ch^ 
si trova nel caso enuncialo quando scorre in un canale, le cui pareti sono 
piani verticali paralleli,^ e il fondo un piano perpendicoUre ajle pareti 
laterali, o con più generalità che sia una sqperficie cilindrica con le ge- 
neratrici perpendicolari alle dette pareti. 

Nel medesimo caso è l'acqua che si versa al disopra di una traversa 
rettilinea orizzontale, stantechè la falda scorrente forma uno strato cilin- 
drico, dei cui elementi lungo una generatrice le velociti sono parallele 
^ una sezione retta, e identiche fra loro. 

Sia preso il piano delle coordinate x, Qx^ paraUelo al piano fisso^ 
quindi perpendigol^i^e allo s^^esso Tasse x^ , rispetto al quale sono per- 
tanto nulle le x^, e le componenti di qualsiasi forza e dì velociti, sic- 
ché il movin^nto del liquido va ridotto alU cposid^razionf di un mQXo 
piano, ia cui per ogixi elemento la posizione è determinata dalle, coor- 
dinate jc, , x^y le componenti X,, X^ della forza agente sullo stesso 
dipendono da queste coordinate, quelle v^y t\ della velocità, la pr^ 
sione e la densità poi sono funzioni delle x^ , x, , e del tempo /. 

Conseguentemente a ciò, l'equazioni del movimento (i) del § 505 
si riducono alle due seguenti 



o più specificate, nelle forme date da Eulero (16) del ^ 506, 

I dp „ dv. dv^ dv, 

p iix. ' -dx. '<Jx, di ' 

P <ix, -^' *'d*, "'dx, 4< ' 
Veq\i9^ne 4i conijnuità> (3) dd S 5^5> ^ 

^^^ dt ^ dx, ^ dx, ' 

« quando si trana di Uqi^do OBiogeneo, in cai p è costante, si ha sem- 
plicemeate 

Quest'ultima equazione manifesta ghe, a ciascun istante, l'espressione 

v^dx^ — v^dx, 

F. CALUàMMt^A, -^ U*umUe€, yoì. III. jo 
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è la differenziale totale di una certa funzione f (x^, x^, i), definita ad 
una funzione additiva di t, greche con 

(5) *« = ^' -"» = ^' 

la f verifica identicamente la (4); e la stessa 9 prende il nome éà fun- 
zione di corrente, perchè nel caso ultimo indicato le linee dì corrente 
determinate dalle (5) si confondono con le linee di flusso, le quali con- 
formemente alle (9) del $ 459 sono definite dall'equazione 

v^dx^ —-v^dx^ = o. 

Le componenti di rotazione media o di turbine, (15) del ^ 461, 
nel caso che ci occupa, sono 

r^\ i /dv^ dv,\ 

(6) r. = r. = o. r, = -(^-^). 

quindi ogni linea di turbine è una retta perpendicolare al piano fisso, 
ed ogni superficie vorticoide ha per equazione, (20) del § 462, 

la medesima pertanto, e conseguentemente ogni tubo vorticoide, ha la 
forma di superficie cilindrica retta normale al piano fisso. 

536. Caso 2®. — Daumo scorrente da un serbatojo per orifizio 

PRATICATO nella PARTE INFERIORE, IL LIVELLO TENENDOSI COSTANTE. — 

Il livello del liquido sia mantenuto costante mediante un'alimentazione, 
che non turbi il movimento entro il serbatojo, ed allora il movimento 
sarà permanente, qualunque sia la forma del serbatojo, giacché le forze 
di massa, e le condizioni ai limiti sono invariabili, quindi dietro un certo 
tempo dal principio del movimento si stabilirà un regime permanente; 
e poiché gli elementi situati in un certo istante sulla superficie libera fi- 
niscono di scorrere per l'orifizio, pertanto i fili fluidi partenti da detta 
superficie vanno tutti a terminare all'orifizio. 

Prendiamo per piano x^Ox^ la detta superficie libera, ossia il livello 
costante del liquido, e per asse Ox^ h. verticale discendente, però alle 
x^ per maggiore semplicità sopprimiamo l'indice ; con ciò per la funzione 
di forze si ha U=zgXy essendo g l'accelerazione dovuta alla gravità, 

costante per tutta la massa fluida scorrente, perciò é Q = gx ^ , 
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e l'equazione di Bernoulu, (7) del ^ 524, può scriversi 

2 * • p 

Onde determinare la costante C lungo un filo fluido, basta che 
sieno conosciute le x, v, q p in un suo punto; alla superficie libera si 
hanno jc = o, p = p^ , designata p^ la pressione atmosferica sulla detta 
superficie, e se l'ampiezza iì^ di questa sia assai grande per rapporto a 
quella a> delForìfizìo, sari v^ trascurabile, giacché t;^ = u;a> : Q^, essendo 
w la velociti di erogazione all'orifizio; la costante C ha dunque per 
valore p^ : p, e l'equazione lungo tutto un filo fluido partente dalla su- 
perficie libera è 

(8) i_t,«_^,_|__L(p_;,j = o. 

Se si ammette che all'orifizio la pressione su di un elemento fluido 
sia la stessa che alla superficie libera, cioè p =1 p^^ e si dinoti h l'altezza 
di essa superficie sull'orifizio, o propriamente sul centro di figura dello 
stesso, per l'equazione precedente si ha 

(9) w'=^2gh, 

che costituisce il teorema di Torricelli, cioè d'essere la velocità di scor- 
rimento alV orifizio quella stessa, che acquista un punto pesante cadendo nel 
vuoto dalVaUei^a h. 

Essendo o) l'ampiezza dell'orifizio, la quantità di liquido uscente 
nella durata medesima, in cui si valuta la velocità di erogazione w, e- 
spressa per ^^2ghy dicesi il tributo portata teorica, la quale pei feno- 
meni che succedono in vicinanza dell'orifizio, dei quali avremo ad occu- 
parci più innanzi, è ben diversa dell'effettiva ; se questa sia designata Q *) 
e si dinoti / il rapporto tra la portata effettiva e la teorica, si ha 

(io) Q = f<^Vn^, 

il coeflSciente / dipende dalla forma dell'orifizio, ed ha valore differente 
secondochè Tefliusso sia libero o con tubo addizionale. 

537. — Caso 3^ Liauroo scorrente da un foro praticato nel 
FONDO DEL SERBATOjo. — Quando uu liquido raccolto in un serbatojo 
scorre per orifizio orizzontale praticato al fondo, si osserva che le mo- 



*) Designazione usuale, a bene distinguersi dalla funzione Q sopra dinotata. 
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lecole situate ad im dato istante m ano strato orizsontale^ tt restano 
costantemente finché non sieno vicinissime aQ'erifizio; in altri termini, 
gli strati orizzontali infiuiumente sottifi composti da elementi fluidi si 
succedono mantenendosi jKuralIeli. Allorché le sezioni orizzontali del ser- 
batojo variano poco, quindi le differenze delle dimensioni tra uno strato 
e l'altro sono molto piccole, relativamente all'altezza al disopra del foro^ 
si possono trascurare le velociti orizzontali degli dementi, e non rimane 
pertanto che considerare due incognite : la velocità verticale di uno sirato, 
e la pressione sullo stesso, entrambe da determinarsi in funzione della di- 
stanza dello strato dal piano orizzontale di riferimento, e del tempo. 

In questa specie di movimento, che dicesi a strati paralleli, preso 
l'asse Ox^ in senso verticale discendente, e mantenute le notazioni dei 
§§ prec., si hanno 

X„ = X^ = o, Jr, = ft V, = V, = o, 

e requàaODi d'EuLERO, {i6) del § 506^ si riducono alle 

^ N dp dp 

^ ^ dx. ax. 



dv. dv 



dp_ _ _^_ 



g 



3 



p dx^~^ dì ^dx 



I 



per Fuldma però si osserva che Fequaziotie di contiguità, ^7) del § 505, 

dv 
dà -r-^ =■ Oi dunque essa si riduce alla seguente da adoperare insieme 
dx 

alle (11), 

avendo soppresso alle x^, v^ per semplicità l'indice 3. 

Dall'ipotesi del parallelismo degli strati ne segue, <^he la quantità di 
liquido di uno strato qualunque dev'essere eguale a quella, che sorte 
dall'orifizio durante il tempo di; ora, dinotata ù la sezione orizzontale 
dello strato corrispondente alla coordinata x all'istante t, e t; la velocità 
dello strato, essendo a> l'ampiezza dell'orifizio, w la velocità di erogazione 
allo stesso istante ^ si ha Qvdt = léwdty quindi 

(13) v = -!^fv; 

in questa equazione v e w^ come si é notato, sono fun^oni di ^, 4a -O 
funzione di ji^ che a sua volta é fumtione di i, ed oBserfnndo che 
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-7- = v, si deduce 
at 



dv ù^ dw 0)* ^d'Ù 

li" 'Q"dt~'^^ dx* 



in conseguenza per la (12) si ha l'equazione 

dx ^ " " ~ 



(0) au/ . a>* h^ìQ\ 



moltiplicata la stessa per dx^ ed integrata rispettò ad essa variabile tra 
i limiti h ed x, dinotata h la coordinata verticale, rispetto al piano oriz* 
zontale di riferimento, del livello superiore del liquido, al quale la pres- 
sione è la p^ dovuta all'atttiosfera^ essendo O^ la sezione del serbatòjó 
al detto livello, risulta 



X 



Dinotata / l'altezza del livello superiore del Uquido suH'orìfizio, e 
sia in questo p = />, , posta nell'ultima equazione x = ib 4~ ^> = 0), 

— = i«, per ik ^essa (14) si ha 

(,5) K* + = »«'^ + i(.-$)w. 

53S. Intanto devonsi distinguere due circostanze, o che 3 livello 
superiore del liquido resta invariato, mercè un serbatojo di alimentazione 
come nel 2^ caso precedente, o che il medesimo vada discendendo, 
esaurendoci successivatnente il liquido primitivo conteiluto nel serbatojo 
all'inizio del movimento; nella prima circostanza le Q^, ^ { sono co- 
stantì, e nella seconda, cioè con livello variabile, esse quantità sono 
variabili, ma /; 4" ' ^ cojstante. 

a) LrvELLO costante. — Poste per semplicità in (15) 



0)» 



2g(* + = «% i-nr = *% 

o 

e risoluta la stessa rispetto z dì^ viene 

2fn(ùdw 



dt = 



S^- 



dw mtùf dw , dw n 
— fcj-fc. g— ' *'.i ■ ■ — j- — — — ^— I 
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integrando, e per la costante d'integrazione posta 

— T^ log^P- C = — -T- logip. C, 

essendo X = , si ottiene 

Cr6)t = ±logip.^(^^y ovvero , = -I- log ip. ^|±1^) . 

osservato che a / = o si ha «; = o, quindi C = i . 
Da questa (16) inversamente si ricava 



(.7) » = tX7+7=' 

e essendo la base dei logaritmi Neperiani; conosciuta w, mediante le 
(13), (14) si determinano t; e p in funzione 'della stessa variabile indi- 
pendente /. 

L'espressione (17) dimostra che a certo istante, in cui l'esponen- 
ziale si rende trascurabile, la w diventa costante, cioè a dire sari 



(18) fV=: ^ 



e 



v'^^ 



e se si possa trascurare -^ , si ha semplicemente tv = V^2g(i + /); 

o 

quando poi sia ik = o, ossia che la pressione all'orifizio fosse eguale a 
quella dell'atmosfera sul livello superiore del liquido, si avrà, come pel 
teorema di Torricelli^ w =^^2gl. 

Diventata w costante, quindi essendo -7- = o, per la (15) risulta 

la stessa (18), e per la (14) si ha 

(19) P = Po + é'PC^ - ^) - P-r~ VIP ~ ^) ' 

Il volume F del liquido, che sia sortito alla fine del tempo i, si 
ottiene integrando hi <ùwdt trz i limiti zero e t del tempo, e stante la 
(17) che può scriversi 

2i d i^" + r^') 



wdi = 



e + e 
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risulta 



2m , e -{- e 



(20) r = -^ !!}—logip.t 

o 

a certo istante si potrà trascurare l'esponenziale ^ * , si avrà sempli- 
cemente 

F = — ^ .—-kt ^ log 1/?. 2, 

e trasformando con le superiori espressioni di ò, e, X, viene 



(21) fT^ t^ag(* + ^_ 2ffll0gtf.2 

t^ Livello VARiABaE. — Dappoiché il liquido non è rinnovato, il 
livello si abbassa, le O^, fw, h, l variano, diventano perciò funzioni del 
tempo /^ ma /; -f- /, come si è osservato, rimane costante, e posta 
h -^ l = Cj e dinota la distanza deirorifìzio dal piano orizzontale di 
riferimento. L'equazioni (12), (13), (14), (15) sussistono egualmente, 
però con la condizione ora indicata, d'essere cioè le Ù^ ytriyhyl funzioni 
di <^ e la (15), postavi / = e — h, diventa 

r \ /irLN dtU . / l l \ (ù^tV^ 

(22) K^ + *-fc) = „co- + ^_^_^)_; 

alle stesse moltre bisogna aggiungere un'altra equazione esprimente che 
la quantità di liquido scorso durante un intervallo qualsiasi, è eguale al 
volume compreso tra i due livelli corrispondenti al principio ed alla fine 
dell'intervallo considerato; per un intervallo infinitamente piccolo dt^ essa 
equaàone è pertanto 

^ uh (»w 

(23) ù^dh =i<ùwdij ovvero -7-- = --— • 

Eliminato dt tra questa e l'equazione (22), posta altresì «;* = 2^:^, 
:(^ funzione di hy risulta l'equazione differenziale 

la quale è lineare di primo ordine in ;(, e potrà sempre integrarsi, giacché 
Q^ ed m in ogni caso devono essere funzioni conosciute di h. 

Quando sarà determinata :;; in funzione di h, sì conoscerà w, e per 
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mezzo dell'equazione (23) si avrà t in funzione della stessa h; inversa- 
mente per esse equazioni si potranno determinare h e tv in funzione 
ài t; il valore della velocità v si cons^uirà dall'equazione (13), e p 
dalla (14). La quantità di liquido scorso si determinerà calcolando il vo- 
lume del serbatojo compreso tra il livello iniziale ed il livello variabile, 
e la durata dell'efflusso totale si conseguirà dall'espressione di / ponen- 
dovi b = e. 

È da notarsi^ come si rilevò pel 2^ Caso nel § 536> che 1^ portata 
teorica è ben diversa dall'effettiva, stante i fenomeni che succedono in 
vicinanza deU'Qrifi;MO. 

VI. — Eflusso dei liquidi pesanti per orifizi. 

539. GbheralitJI sijiijl'efflussk:^ ^er o&ipiaii. -p» Trattandosi dei fe- 
nomeni che succ^ono n«l movimento di un liquido pesante, in ispecie 
dell'acqua, che sotto (orma di v^na sgorga da bacche od orifizi aperti 
nelle pareti dei serbatoi o dei canali, s'imbatte m im problema impor- 
tantbsimo per le siue mokeplici applicazioni, e di iiqo facile soluzione 
dal puQto di vista astratto e rigoroso, s^nte la complicazione delle cir- 
costanze che accompagnano l'u^cit^ del liquido. 

In generale però, il naturale vantaggio che vi si riscontra è appunto 
di potersi ritenere trascurabile Tiùfluenza degli attriti, ciò che è avvalo- 
rato dall'esperienza. 

Per seguire un cammino agevole, cominciando dallo esame dei prin- 
cipali fenomeni nei casi più semplici, si considera in primo luogo quello 
offerto dallo scorgo attraverso un orificio a contorno piano chiuso (bocca 
a battente), dove a valle del foro le sezioni della vena fluente sono mtte 
a contatto con uno stesso mezzo, aria od acqua, il quale vi esercita una 
pressione sensibilmente costante. D (tislivello fra il punto più alto del foro 
e il pelo d'acqua nel serbatojo si chiama battente. 

Vengono In seguito a considerarsi i fenomeni, che presenta altra 
grande categoria di luci, quelle dette a strama^j^o sversatoi. 

540. CoNTB^AZiONE D^VLA VENA. -^ Supponiamp ehe nel fondo oriz- 
zontale di un serbatojo pieno d^u:qua sia aperto un foro, di dimensioni 
piccolissime mpetto all'altezza dell'acqua, ia maniera cbe, por a^che nop 
si faccia entrare nel serbatoio, per alimentazione contitm^ta, tanta ^uan- 
titi d'acqua chc^ oe espe dal fox^ $i posisa riHoex^ coatajate il li^^o del- 
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Tacqua, durante almeno il principio deirefBusso, sino a quando cioè non 
si riscontra in superficie alcuna apparenza di moto; la depressione alla 
superficie comincia a rendersi sensibile, secondo Graéff, quando il rap- 
porto del diametro della luce all'altezza dell'acqua diventa superiore ad 
un decimo. 

Osservando, anche con mezzi grossolani, il fenomeno che in tali 
circostanze si manifesta, si vede che l'acqua sovrastante al foro scende 
prima verticalmente, poscia i suoi filetti liquidi piegano verso l'orifizio 
(fig. 127), formando all'uscita un conoide con superficie concava all'e- 
sterno, indi convergono senza intrec- 
^S*^^7 _ ciarsi verso una sezione più stretta,. 

per formare un solo fascetto, e co- 
stituire la vena finente. Lo spazio im- 
butiforme, entro cui si manifesta la 
chiamata allo sbocco, fu dal D. Ber- 
NOULLI detto gorgo, e fuori tale spazio 
la massa liquida può quasi consìde- 






i 



i - \\\\- IH.' — 



9. :ìJ>,\. m-^ 









itiii^n. rarsi immobile. Nel caso però in cui 

^ VI sia poca altezza d acqua rispetto 

alle dimensioni del foro, il moto diventa visibilmente vorticoso, ma tale 
particolarità non si prende mai in ispeciale considerazione. 

Supponiamo che l'orifizio, come nella citata fig., sia scolpito in pa- 
rete sottile, cioè che i suoi labbri sieno tagliati a spigolo vivo, sicché 
la vena fluente all'imbocco li lambisca; in tale caso, oltre la sezione d'im- 
bocco, alla quale i filetti liquidi si presentano inclinati, generalmente è 
notata a breve distanza una sezione mn detta scT^ione contratta, perchè 
ritenuta di area minima, e quindi corrispondente al massimo restringi- 
mento della vena. Però alcune importanti esperienze recenti hanno mo- 
strato, in molti casi, l'assenza di una vera sezione di area minima. 

n fenomeno della contrazione, più che in rapporto all'area minima 
fra le sezioni della vena, va riguardato in relazione all'area della luce 
d'efflusso, ed alla configurazione esterna del getto, specie nelle luci poligo- 
nali, nelle quali ha luogo anche un altro notevole fenomeno, cioè il rove- 
sciamento od inversione della vena. In generale la vena, dopo essersi rapi- 
damente contratta appena dopo l'orifizio, continua gradualmente e len- 
tamente a restringersi, presentando sezioni di area sempre più piccole, a 
misura che aumenta la distanza dal foro. 

F. CALDAAiaA. — Mtecamùa, voi. 111. 31 
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Se la luce è scolpita in parete verticale, analogamente si presentano 
i fenomeni del gorgo e della contrazione (fig, 1 28), con le stesse osser- 
vazioni precedentemente fatte in riguardo 
a luci praticate nel fondo del serbatojo. 
Per determinare le dimensioni della 
sezione contratta, in rapporto a quella 
deirorifìzio, molte ed importanti espe* 
rienze sono sute es^uite dai migliori 
idraulici, ed i risultati ottenuti sogliono 
riassumersi, per fori circolari, nella re- 
gola seguente di Eytelwein: 
Preso per umlà il diametro di un orificio circolare^ quello della se^^ione 
della vena alla distanza dal foro 0,50 (metà dall'anzidetto diametro) si 
riduce a 0,80, che appunto si suole ritenere come il diametro della se- 
ssione contratta. 

Per un orifizio quadrato di lato m. 0,20 Lesbros trovò che la 
sezione contratta, corrispondente eBfettivamente a quella di area minima, 
era situata ad una distanza eguale ad una volta e mezzo l'altezza del foro. 
Per luci rettangolari il Bazin ha notato l'assenza di un minimo di sezione. 
Sieno (a l'area dell'orifizio, <ù^ quella della sezione contratta, il rap- 
porto -— ^ dicesi coefficiente di contrazione, che la teoria non è riuscita a 

calcolare, salvo casi particolari con eccezionali limitazioni, e le esperienze 
non ci hanno forniti che risultati incompleti. 

Esse sono state eseguite primariamente con orifisd circolari varianti 
di diametro da o",02 a o",i6, risultandone mediamente pel rapporto 
tra il diametro della sezione contratta e quello dell'orifizio il valore 0,79, 

donde il rapporto — i- = (0,79)' = 0,6241 cosicché il coefficiente di con- 
trazione avrebbe un valore assai approssimato alla frazione -|-, Né è 

ammissibile che codesto rapporto — ^ fosse assolutamente costante, non 

dipendente in alcun modo dal raggio dell'orifizio, né dalla situatone 

dello stesso sulla superficie del serbatojo, né da alcuna delle numerose 

circostanze secondarie, per le quali un'esperienza difierisce da un'altra. 

Quando l'orifizio non é circolare, si ammette anche il valore 0,62 

approssimato pel rapporto —^; nel 1827 i Sig'. Poncelbt e Lbsbros 
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Con òsserv^oni su di una vena d'déqua uscente dft un forò quadrato 
avente o'",20 di lato, con un carico sul centro di m. 1,685 ^ttlfnniird 

= 0,^6 y e Io stesso Lesbros più anni in seguito avendo ripresa la 



a> 



stessa esperienta, con tutte le possibili precauEÌoni per assicurare Tesata 



tezza, ha trovato — ^ =t= 0,58 ; infine 11 medésimo osservatore con altra 
esperienza ha conseguito pel rapporto in esame il valore 0,64. 



541. Rovesciamento od inversione della vena, sua disconti- 
NurrÀ. — Un fenomeno notevolissimo è quello del rovesciamento od in- 
versione delUuvenay per luci non circolari scolpite in parete sottile, dap- 
poiché la vena liquida presenta un successivo mutamento di forma nella 
sua sezione trasversale, dipendentemente dalla forma del foro, dalla di- 
stanza da questo, e dall'altezza dell'acqua nel serbatojo. 

Cosi, dall'esperienze di Poncelet e Lesbros risultò che la sezione 
della vena fluida, per un foro laterale verticale a sezione quadrata di 
m. 0,20 di kto, sotto il carico di m. 1,65, dalla forma primitiva qua- 
drata ab ed (fig. 129) si é presentata a distanze m. 0,1 j, e 0,30 dal 



Fis-lW ^ 



h' 



no 







n 




C 








foro nelle forme indicate tfth^ klmn-. 

Con un'apertura rettangolare verticaie larga m< 0,01 ed aha m. 0,60 
il Lb^ròs ottenne (fig» 130), à divèrse distanze o",io, p" 30, o*,70, 
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i",io dairorifizìo, sezioni variamente confonnate a, b^ e, d, quali vedonst 
nella figura. 

Un altro fenomeno rimarchevole che si osserva nella vena è la di- 
scontinuità, ossia la sua tendenza a fendersi, per commutar» in forma 
di pioggia; ciò che dipende principalmente dall'azione della graviti, che 
imprime in senso verticale alle molecole acquee un moto uniformemente 
accelerato, in cui gli spazi percorsi sono proporzionali ai quadrati dei 
tempi; pertanto avviene che le molecole, le quali all'uscita dal foro tro- 
vansi a distanze rispettive piccolissime, mano a mano semprepiù tendono 
a discostarsi, fino a cosdtuirsi come gocce staccate, e la vena appare in 
forma di pioggia. 

542. Velocità di scorrimento, portata effettiva. — Se si trascu- 
rano le resistenze degli attriti, la velocità di qualsiasi molecola nell'attra- 
versare la sezione contratta si può determinare facilmente col teorema 
di Bernoulli, prendendo per suo punto di partenza iniziale nel serbatojo 
quello, in cui essa non ha ancora velocità sensibile; infatd, riprese le 
dinotazioni e formole del § 524, dappoiché per la molecola in conside- 
razione la velocità iniziale è nulla, cioè con x = o si ha v^ = o, per la 
(11') viene la relazione 

quindi si ha 

essendo :^ l'altezza verticale sotto il livello del liquido nel serbatojo della 
molecola considerata alla sezione contratta co,, e u/ la velocità di essa 
molecola nel traversare la detta sezione, p^ la pressione per imita di 
superficie all'anzidetto livello, p^ la pressione del mezzo che circonda la 
vena, ts il peso specifico del liquido; quando la seconda pressione sia 
eguale alla prima, ossia p^ = Po, si ha come pel teorema di Torricelu 



(lO tv = Y2gl. 

Allorché si ammette che le cariche x. + per le diverse 



mo- 



lecole alla sezione contratta non abbiano fra loro che piccolissime diiSb- 
renze relativamente al valore medio, conseguentemente se di («>, sia de- 
terminato il baricentro, e la sua distanza verdcale ^^^ dal livello del li- 
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quìdo, le velociti pei vari punti di detta sezione saranno sensibilmente 
costanti, tutte eguali alla 



Passando alla determinazione della portata effettiva per l'orifizio del 
serbatojoy è da specificare anzitutto che con tale denominandone s'intende 
il volume liquido Q scorrente in ciascuna unità di tempo, il quale sari 
costantemente lo stesso, stante la permanenza del moto nel serbatojo, 
e l'invariabilità delle circostanze che accompagnano l'efflusso ; esso dipende 
essenzialmente dalla forma, ampiezza, e situazione della sezione contratta 
della vena. 

Ciò premesso, sia (2 co un elemento superficiale della detta sezione 
iù^, w h, velocità della molecola che traversa questo elemento, in un 
tempo infinitamente piccolo dt scorrerà per esso elemento di o), un ci- 
lindro di liquido avente la sezione ^o) ed altezza wdt^ il cui volume 
quindi va espresso da wd<ùdt; il volume totale scorso nel tempo dt si 
esprimerà dunque per 

dt I j wdiùy 

estesa la doppia int^azione a tutti gli elementi della sezione contratta (ù^ ; 
e poiché, stante la permanenza del moto lo stesso volume se ne scorre 
in tempi eguali, si ha 

dt f f wdiA\Q = diii^ 
e di seguito 

(3) Q = JJwdi^. 

Dividendo questa quantità supposta conosciuta per / 1 d(ù = (ù^ 
supposta anche conosciuta, il quoziente 

(4) fv^= j I wdiùi j j diù 

darà la velocità media w^ alla sezione contratta, che con le limitazioni 
sopra indicate è fornita dalla (2), sicché si abbia 

(5) e=".|/^H^H^^^^' 
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• quaiìdo p, = p^ si ha semplicemente 



(6) e=«.m^. 

Se in vìa d'approssimaaone si ritenga pei coefficiente di contrazione 
il valore medio 0,62, sicché u, = 0^62 u, essendo a> la sezione dell'orì- 
firio, le due formole (5), (6) possono scrìversi 



(5') Q = 0,62 0) j/a^ ^;^^^Po^y 

(60 C = o,62a>>^^.. 

Là surrogazione della (5) alla (3) presuppone, come fu significato 
per la (2), che le velocità delle molecole attraversanti i vari punti della 
sezìokie contratta fossero sensibilmente eguali fra loro, ed alla velocità 
corrispondente al baricentro della sezione; ma quando la figura di essa 
sezione sia geometricamente bene definita, e si voglia procedere con tutta 
esattezza, specie se l'altezza dell'orifizio non sia tanta piccola rispetto al 
carico del menzionato baricentro, occorrerà eseguire la doppia integril- 
zione per adoperare la (3). Però il Bresse nel suo Cofso di Mecc. àp^ 
plicata, seconda parte, pag. 52 e seg., con due esempi di paragone tra 
le due indicate formole, ha mostrato riuscire inutile il cennato calcolo 
(spesso laborioso) per l'applicazione della (3), potendosi in tutti i casi, 
che ordinariamente si presentano nella pratica, adottare con sufficiente 
approssimazione la formola (5), la quale suole anche scrìverai 



(7) 






essendo m un coefficiente numerìco dato per esperìenza in ciascun caso 
particolare, il quale rappresenta priUcipalmeilte l'effetto della contraàoàe 
della vena fluida, e dicesi pure coefficitnit d'efflusso, da non confondersi 
proprìamente col coefficiente di contrazione» 

Per orifizi rettangolarì in parete sottile liberametìte sboccanti nd- 
l'aria, dalle molteplici esperìenze eseguite in comune dai Sigg. Poncelet 
e Lesbros, e da quest'ultimo di poi proseguite, rìsultano le seguenti prifl^ 
dpali conchiusioni : 

1^ il coefficiente d'efflusso dipende dalla più piccola dimensione della 
luce rettangolare, e non cangia, le altre circostante restando invariate, qua- 
lunque fosse l'altra dimensione, purché non eueda venti volte la prima. 

2* Gli orifici aperti in grosse pareH, tutt' altre drcóstam^e essendo eguali. 
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danno gli stessi risultati di quelli in sottile parete, allorché la vena si di- 
stacca da tutto il contorno delV orifii^io , e che i quattro Iati dello stesso sieno 
in un medesimo piano verticale^ quest'ultima condiT^one è essenziale. 

3* La disposizione delle pareti laterali e del fondo del serbatojo non 
ha alcuna influenza apprezxfibile sulla portata^ quando l'orificio t sufficien' 
temente lontano ; ma l'influenza comincia a manifestarsi quando la distanza 
dalle pareti o dal fondo al margine corrispondente dell'orifizio è ridotta a 
2,7 voUe la larghezza dello stesso. 

543. Ricerche teoriche sull^efflusso. — . Dal poco che si à svolto 
nei precedenti paragrafi bene si rileva quanto sia spinoso a trattarsi l'ar-» 
gomento deirefflusso dei liquidi pesanti per orifizi, richiedendosi esperienze 
ed osservazioni speciali caso per caso, in difetto di una teoria generale, 
che ne additasse diritto il cammino a seguire. Riscontrando trattati d'Idrau- 
lica, studi specifici e monografie sull'istesso soggetto, si riconosce che 
l'Idraulica pratica oramai possiede quel tanto che basta a potere soddi- 
sfare all'esigenze delllngegneria^ ma dal punto di vista astratto e rigoroso 
si rafferma che una teoria fondamentale non esiste. 

L'illustre Betti in una Memoria al 1850, che ora è ristampata a 
capo della raccolta delle di lui Opere a cura della R, Accademia dei 
Lincei, fece un primo tentativo (trattando un caso specialissimo che non è 
possibile d'incontrare in pratica), onde sottoporre il moto di un liquido 
pesante per orifizio ai principi fondamentali della Meccanica razionale. 
Egli suppose l'esistenza di un vaso di forma parallelepipeda rettangolare 
col fondo orizzontale, nel quale fosse aperta una fessura rettangolare, 
strettissima ed a parete sottile, traversante tutta la lunghezza del vaso, 
terminando alle pareti opposte, e posta simmetricamente rispetto alle altre 
due pareti; che nel medesimo si contenga un liquido pesante, alimentato 
costantemente della quantità erogante per la fessura, sicché il livello del 
liquido resti invariato a costante altezza sul fondo. 

n moto del liquido pertanto dev'essere permanente, irrotazionale, e 
simmetrico relativamente ai due aspetti del piano verticale condotto per 
l'asse della fessura; cosicché omettendosi le resistenze delle pareti alle 
testate, il moto sia identico secondo ciascun piano normale al detto asse, 
perciò potersi trattare il moto del liquido come piano prendendo in con- 
siderazione uno qualsiasi dei piani perpendicolari anzindicati. 

Per l'oggetto sia preso il punto d'incontro del piano considerato 
con l'asse della fessura per origine delle coordinate x^ , jc^ , contando 
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le x^ in senso verticale positive dal basso in alto, estensibili perciò da 
zero all'altezza d del livello del liquido, e le x, in senso orizzontale 
estensibili da zero a ± ^, essendo ib ìsl larghezza della fessura, e da 
i J a i 00 , se la larghezza del vaso fosse riguardata incomparabil- 
mente grande rispetto alla 2 b. Dinotate x, , x^ le coordinate della posi- 
zione di una molecola liquida al tempo t^ v h sua velocità al dato 
istante, t;, e v^ le componenti orizzontale e verticale della stessa, e poiché 
per la permanenza del moto deve esistere una funzione potenziale di ve- 
locità ib(x, , xj, le due equazioni del movimento assunte dall'Autore, 
cioè quella della continuità, e l'altra a fondamento del teorema di Ber- 
NOULU, con le premesse notazioni possono scriversi 

(9) P = c — gx, — —' 

La prima è stata trasformata in coordinate ellittiche di Lamé, cioè 
adoperando ellissi ed iperbole omofocali, coi fuochi comuni nei punti 
corrispondenti ai bordi della fessura; perciò essendo b la loro eccentri- 
cità, e dinotati (^ i semiassi maggiori dell'ellissi, v i semiassi reali delle 
iperbole, si hanno per le rispettive equazioni delle due famiglie di curve 

(io) -T + a * L« = J» -f — L» ' > = I' 

Impiegando le funzioni trigonometriche iperboliche, che Mossotti 
avea già introdotto in Meccanica (confr. Nota in fine delle sue lezioni 
citate nel § 216), cosib.O e senib.O le fondamentali, in cui con h ante- 
posta all'argomento appunto s'indicano le dette funzioni, e per le quali 
si hanno le relazioni 

2cosA.e = «• + e-^y 2senA.6 = e^ — e^, 
posa 

[L =z bcosh.^, V = i sen 9, 

le (io) si commutano nelle s^uenti 



X* X* 

^"^ b'cos'h.Q ' fc'sen'fc.e- ^' 


X* X* 


b* sen' 9 y cos' 9 * ' 


donde si traggono 




(12) Xj — t cos fc. 6 sen 9, 


x^ — b sen h. 6 cos 9. 
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Con queste espressioni, e poste 

il Betti ha trasformato Tequazione (8) nella seguente 

, ^ dk.uk 

(*3) 76^ + 7^ = °' 

resa integrabile; infatti, si può assumere per un suo integrale 

* = C + C^O + C,<p + X ^m^""*®- cos fii<p, 

le costanti a determinarsi con le condizioni alle quali è soggetto il mo^ 
vimento considerato dall'Autore, cioè: 

i** Che la componente verticale v^ della velocità sia nulla per tutti i 
punti del fondo, ossia per x^ = o td x^ compresa tra 'j[ib t ±co . 

2^ Che la pressione p alla superficie superiore del liquido., ossia ad 
x^ = d, sia eguale alla p^ dell'atmosfera e parimenti in tutti i punii della 
fessura, cioè per x^=^ o con x, compresa tra :fero e it J. 

L'altra condizione relativa alle pareti laterali rimane verificata da per 
sé, perchè atteso la piccolezza della fessura, le velocità a quelle distanze 
devono risultare trascurabili. 

Con le surriferite premesse il Betti è riuscito a conseguire Tespres- 
sioni dei vari elementi del moto impreso a trattare; ma con tutta quella 
magistrale analisi, esauriente pel ca^o specialissimo considerato (non ri- 
scontrabile nella pratica) non ha fatto avanzare di alcun passo la Foro- 
nomia teoretica, e resta quel lavoro come una delle tante impronte dei- 
Teletta mente dell'insigne Maestro. 

Della stessa categoria, come ha osservato il Prof. T. LEVt-dvrrA in 
una sua recente Nota sulla contrazione delle vene liquide (pubblicata 
negli Atti del R. Istituto Veneto di scienze, lettere ed arti, t. LXIV) 
«sono le classiche ricerche di Stokes e di Helmholtz su i movimenti 
« in due dimensióni, che danno la teoria completa del Veli fluidi Uscènti 
« da fenditure indefinite, praticamente abbastanza lunghe. MuUà però àu- 
«torlzza, né la intuizione fisica, né il raffronto delTequaziont di condi- 
« zione, a ravvisare in quei risultati una attendibile approssinìàzioile per 
«il caso dell'efilusso da un foro a contorno chiuso, senza dimensioni 
« preponderanti ». 

544* Nell'anzicitata Nota l'egregio Professore, procedendo a risol- 
vere la propostasi quistìone : Se sia possibili far discendere il ofefficiente 

F. CALOAMiaA. — MtcumUa, voi. III. ja 
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di conìraziont di una vena liquida al disotto di j» con V applicare alVo- 

rifiato una imboccatura interna divergente, ha premesso un corollario 
del lemma di Green, che colle di lui indicazioni si può stabilire come 
segue: 

Riguardato il liquido pesante dentro un serbatojo, mantenuto a li- 
vello costante, e che scorre per un orifizio, come un sistema continuo 
in moto permanente irrotazionale entro un campo 5 limitato da una su- 
perficie chiusa 9, o più generalmente da un sistema di superficie; preso 
in particolare considerazione il moto di una molecola, che al tempo / 
sia nella posizione di un generico punto di coordinate x. (i = i, 2, 3), 
ed abbia la velocità v^ le cui componenti secondo gli assi coordinati 
sieno designate v.y si ha la nota relazione 

Per Tindole del movimento in esame deve sussistere una funzione 
potenziale di velocità <p (x, , x^ , x^) , uniforme, finita e continua in tutto 
il campo S (contorno incluso), e parimenti le sue derivate parziali prime 
e seconde, talché sieno 

^v.dXi = d<f, v. = -^ (t=i, 2, 3% 

e per la precedente relazione 

Differenziando quest'ultima rispetto ad una qualsiasi delle x, , x^, 

X , che designiamo con generalità x^, potendosi dare a k ì valori i, 2, 3, 

I d<f , . 
e posta ^ = -j-^ , SI ottiene 

aXj 

1 dv* ^ d(f d^ 

2 rfxj ^ dx^dx^ * 

è sottinteso che i sommatori ^ in tutte le precedenti equazioni, pari- 
menti che nelle susseguenti, si estendono ad i = i, 2, 3. 

Per le proprietà ammesse della funzione 9 nel moto in esame, dal- 
l'equazione di continuità (7) del § 50J si deduce la seguente 

manifestante d'essere (p funzione armonica in tutto il campo suindicato; 
in conseguenza si può aggiungere al secondo membro della precedente 
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equazione la quandtà essenzialmente nulla 

deducendosi 

_L^ - vii i^ 4- Y^A - Y-^ /il iL V 
2 dx^ ~ ^dx, dXi ^^dxf ~ ^dx\dx^)* 

moltiplicata quest'ultima per d S, ed integrata in tutto il campo 5, viene 

Commutiamo nei due membri di quest'equazione gl'integrali di vo- 
lume in integrali di superficie, mediante la formola di Green (4) e (5) 
del § 44O9 ed otteniamo 

/ 1 — ^^== — / ^'«jk^^> 

con riguardo che riferendosi le x. ad un generico punto M della super- 
fìcie <Ty sia condotta per lo stesso la normale a detta superficie, le cl. od 
a^ dinotano i coseni direttori della parte n di essa normale volta verso 
l'interno di a; in luogo dunque dell'equazione (14) si ha 

Intanto preso suU'indicata normale, a partire da M, un elemento 
infinitesimale driy ài cui sieno dx. le projezioni sugli assi coordinati, 

sicché a. = --J— ^, diflferenziando la 9 rispetto alla detta normale, viene 

d^_ yj^dxj_ _ yII^ol 
dn ^ dx- dn ^ dx. ** 

e per la precedente equazione (a), rimettendo l'espressione di ^^ pertanto 
risulta 

che limitata a Ji =: 3, e poste x. ^^ luogo di x^ , y per a^ , è appunto 

l'equazione data da Levi-Civita come un corollario del lemma di Green. 

Questa equazione costituisce una condizione ai limiti, che per la sua 

generalità nelle circostanze ammesse può essere vantaggiosamente appli- 
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cata, come il mentovato egregio Professore iagegoosaniente ha saputo 
adoperarla nel trattare la quisdone propostasi con Tenunciato sopra riferito 
(confr. la citata di lui Nota). 

VII. — Movimenti ondulatori dei liquidi pesantL 

245. Genbrautà, definizioni. — Immaginiamo un liquido pesante 
in equilibrio^ od in moto lento, permanente, irrotazionale, e supponiamo 
che ad un dato istante, per l'azioue di forze esterne, sia allontanato al- 
quanto dalla posizione d'equilibrio, o cambiato lo stato di movimento 
anzidetto» sicché subisca agitazioni da manifestarsi alla superficie libera 
dblivellt, d'ordinario piccoli rispetto alla massa liquida, ossia che si pro^ 
duca una successione di risalti e depressioni del livello normale, che ap- 
punto si chiamano onde; conseguentemente ne seguono movimenti on- 
dulatori di difibrenti forme e natura, che ci proponiamo di studiare in 
casi i più semplici, coerentemente ai limiti impostici in un semplice Corso. 

Anzitutto dobbiamo distìnguere le onde di oscillazione, che possono 
essere ordinarie, o periodiche quali appunto sono le maree, la cui perio- 
dicità è dovuta alle attrazioni della Luna e del Sole. Altra specie di onde 
puossi produrre in una massa liquida con ispostamenti orizzontali, come 
pel moto di un battello, o per l'aggiunta rapida di un volume di acqua 
in un canale, cagionando su quella preesistente una intumescenza, cioè 
un'onda unica tutta in risalto, che si suole denominare, onda solitaria q 
di traslazione. Altre onde rimarchevoli sono h stazionarie^ che oscillano 
senza trasporto apparente, e che Leonardo da ViNa chiamò ondie titu- 
bandi, le quali talvolta s'incrociano con particolari rumori, dai Francesi 
dette clapotiSj ben diverse dalle ordinane di oscillazioni progressive, le 
cui molecole sembrano animate da moto continuo in senso orizzontale. 

546. Consideriamo in primo luogo le onde kk forme cilindriche, 
oelle quali perciò le molecole poste sopra una stessa orizzontale^ perpen- 
dicolare alb sezione longitudinale, si trovano in identiche condizioni di 
moto; per modo che il movimento di tutta la massa liquida sari defi- 
nito dal moto delle molecole situate nel piano di detta sezione, od in 
altri termini sarà ridotto alla considerazione di un movimento piano nel 
verti<;ale segante nonnalmente le onde« 

La. xxsLOW delle onde $u questo piano, ad un dato isunte (» à una 
curva coQ conversiti al disopra e concavità aj disotto della retta che 
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segna il livello oorniale del liquido^ dintorno alla quale le sinuosità si 
alternano (fìg. 131); codesta traccia costituisce la base sul detto piano 
del cilindro retto ondulato determinante la superficie libera del Uqaklo. 
I punti Af By . .. é. dicono i vertici o creste^ e gli A^, B^^ . . « sono i 

^' Rg. iii 

A B 




punti più depressi, ossia l'estreme cavità dell'onda; h semidistanza ver- 
ticale a tra un vertice e l'estrema cavità che segue, dicesi Vampliiudintj 
e la distanza orizzontale / tra due vertici consecutivi, o tra due estreme 
cavità successive, è la lunghe^a dell'onda. 

I punti culminanti A, B, . . . , parimenti che i più depressi 
A^, £, , . . . , si spostano, quando i varia, su parallele alla linea di li- 
vello normale, con una velocità F che è la stessa per tutti, essendo la 
lunghezza designata l costante; questa velocità è quella di propagazione 
dell'onda, ed è affatto diversa delle velocità, che ai differenti istanti hanno 
i vari elementi del liquido; la superficie libera, riguardata geometricamente, 
è dunque un cilindro ondulato di forma invariabile, che scorre paralle- 
lamente al livello normale con la velocità F, e se si dinota T il tempo 
che impiega a percorrere la lunghezza 2, talmentechè sia 

r=/:F, 

questo costituisce il periodo ddV ondulazione. 

547. Assumiamo l'indicato verticale per piano x, Ox^ delle coordi- 
nate x^ orizzontali e delle x^ in senso verticale, prendiamo per origine 
l'uno dei vertici sopra indicati, -4 per es. (fig. 132), l'asse Ax^ essendo 

pertanto tangente alle varie creste, e con^ 
tiamo le x^ positive in senso discendente, 
cioè nello stesso senso della gravità gy ri- 
guardata questa costante in tutto U campo 
del movimento; esaminiamo il moto di 
una molecola, la cui massa è presa per 
unità, la quale partendo da A con la ve- 
locità V segua k curva discendente A A\ 



A 


riS-1351 






fl 
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prendendo al tempo t la posizione M di coordinate x^ , x, , in cui abbia 
b velocità Vy e dinodamo s l'arco percorso da ^ in Af , £ il raggio di 
curvatura in A. 

Conseguentemente, la forza verticale sollecitante b molecob in ^ è 

(0 f-f. 

e di seguito sì ha per queUa che l'anima suUa trajettorb nell'uniti di lun- 
gjiezza 

b quale rappresenta b pressione in ^; e poiché b curva è di eguale 
pressione, quest'ultima espressione si manterrà costante in tutti i punti 
delb medesima, pertanto b pressione sull'elemento MM' = ds vz espres- 
sa da 

b cui componente orizzontale, cioè secondo l'asse Ax^^ è 

Dal teorema sull'^uaglianza tra quantità di moto [X'ojettato su di 
un asse, e le impulsioni delle forze projettate sullo stesso asse, ^ 129, 
riferendoci all'asse Ax^ abbiamo 

'4^-'.=/{^-f)Sx-=t('-4)/-.. 

ds 
donde, essendo v = -r- , si trae 

al 



^=-.+T-0-4)- 



b costante dell'int^azione al secondo membro risulta nulb, gucchè 

all'inizio del movimento si hanno —rj- = v^, x^ = o; e per b stessa 
equazione si può anche scrivere 

(2) -7^ = f,(i+»xJ. 



posta 



*=Tr('-4)- 
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D'altro canto, pel teorema del § 133 sull'eguaglianza tra l'incre- 
mento della forza viva di un punto in moto, e il doppio del lavoro 
eseguito dalla forza sollecitante, nel presente caso abbiamo 

o 

quindi 

(3) '0 = ^vl'^2gx^\ 

e stante la relazione 

«■=(^)'+(#y. 

dalle (2), (3), con riguardo all'espressione di ib, si trae 

(4) ^ = «. \/'-ì- - »•«:. 

di seguito 

j^^ -d{i-RVx:) 

kvji -(i --Rk'xy 
Integrata quest'equazione, si ottiene 

(5) ^ — "W ^^^' ^^^ (i - ^ *' *a)> 

essendo nuUa la costante d'integrazione, giacché per I = o è x^ = o, e 
per l'equazione inversa si ha 

(6) X, = -^(^ — ^^^ *^oO- 
Sostituendo questa espressione nella (2), viene 

donde, integrando con osservare che in A sono nulli x^ e <, si con- 
segue 

(7) *, = L fTTà sen kvjy 

e con la sostituzione della (6) in (3) si ottiene 



(8) 



f = gj^]/^'i' + *J - 2RgVÌCOskv,t. 



Le (6), (7) determinano la posizione sulla curva d'onda della mo- 
lecola, ed (8) la sua velocità, in funzione del tempo ; l'eliminazione poi 
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di t tra le dette (6), (7), con riguardo alla (5), fornisce Tequazione 



/ 



della curva di livello^ sulla quale scorre la molecola considerata, che ap- 
punto è l'equazione di una trocoide, la quale si confonde con la cicloide 
avente per equazione 



V- 



(Serret, cale, diflF., pag. 344)* se r^ = /J^, e si ponga a = -^ . 

548. Onde progressive SBMPLia. — Tra le onde cilindriche, sopra 
considerate in genere, devono distinguersi quelle denominate onde prth 
gressive semplici, la cui traccia sul verticale di riferimento è una senosoide 
avente per equazione, ad un istante qualsiasi t, e preso per origine O 
un punto del livello normale (fig. 131), 

(io) X, = acos(^x, —ci + «), 

a, by Cy e sono costanti date; il liquido esso stesso è allora animato da 
movimento ondulatorio semplice. 

Alla medesima specie appartengono le onde, l'equazioni delle quali 
sono nella forma 

X, = a sen (ix, — et -{- e'), 

riducibile alla precedente sostituendo e' ad Cy giacché per la stessa 

si può scrivere 

X, = tfcosl bx^-\- ci — e'\ = acoslbx^ — ct'\-e' I. 

Prendendo ad esame la (10) si osserva che b traccia dell'onda, ad 
un dato isunte t, sul verticale di riferimento (fig. 131) è composta da 
curve convesse e concave, che si alternano dintorno alla retta Ox, rap- 
presentante il livello normale; contando positive le x^ in senso ascen- 
dente, i valori massimi positivi, tutti eguali ad a, corrispondono alle a- 
scisse X, espresse per la formola 

, ^ et — « , 2 few 

00 *■ = — r- + ~r' 

in cui fe dinota un numero intero, che può prendere tutti i valori po^ 
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sibili tra — oo e -}- oo , le quali ascisse danno punti equidistanti fra loro 
della quantità 

O2) ^ = 1-' 

che dìcesi la lunghe7iX,a delVondulaT^ione^ perciocché i punti culminanti o 
vertici A, B, ... vanno determinati dai valori massimi di x^ e dalla lun- 
ghezza / fra Testremità delle x, ; a è l'amplitudine dell'onda. 

I valori minimi — a della x^ corrispondono alle ascisse determinate 
per la formola 

h essendo come in (ii); le quali ascisse danno punti equidistanti fra 
loro della stessa quantità /, i quali a loro volta sono equidistanti da 
quelli relativi ai massimi positivi ; i punti A^y B^y , , . y determinati dai- 
minimi — a della x^ e dalle (i3)> sono i più depressi, o costituenti 
l'estreme cavità dell'onda. 

Tanto i punti culminanti A, B, ,..y quanto i più depressi A^yB^j . . . , 
si spostano, quando / varia, su parallele al livello normale Ox^y tutti 
con una velocità comune v^, il cui valore è dato per la formola 

r \ dx^ e 

(14) ^• = -3f = T' 

che è la velocità di propagazione dell'onda, il periodo della quale è 
pertanto 

(15) r = — = — . 

È da rilevare in ultimo luogo che, adoperando le precedenti dino- 
tazioni, l'equazione (io) della superfìcie libera si può presentare anche 
in una delle forme 

(16) ^,=acosp^(x,-t;^0 + ^]> ^. = ^cos|^2w^j — yj+«J. 

549. Per considerare il movimento di una molecola lungo la super- 
ficie libera, quindi sulla linea costituente la traccia nel piano verticale di 
riferimento, a partire da uno dei vertici, A per es., con la velocità v^, si 
osserva che a rendere appropriate le formole del § 547, conviene tra- 
sportare l'origine delle coordinate al piede O' della perpendicolare tirata 
da A sulla linea di livello normale (fig. 131), e per esso punto 0' es- 

F. Caldarbra. — Uttumca, voi. lU. }3 
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tendo X, = o, i = 0, dalla (11) risulta doversi assumere e = o, cosà 
l'equazione della trajettorìa si potrà prendere in una delle forme: 

(17) x=acos(bx— et), x=acos^{x—vJ)y ac,=acos2w^^— ^V 

le quantità /, v^,, T essendo determinate mediante le (12), (14), (15). 
Con tali premesse si può applicare al moto della molecola in con- 
siderazione le menzionate formole del § 547> sostituendo però alla x, 
la quantità a — x^, presa per x^ Tuna delle (17), cioè alla x^ in quelle 
formole si sostituirà 

a — acos-^(x, — vj) — aasen' j(x, — vj)\ 

pertanto a luogo della (5) sì avrà 

(18) I = ^ are. cos |^i — 2a«*» sen^ - (x, - i;,o], 

dovendosi ritenere nulla la costante d'integrazione, come risulta dalla 
stessa equazione con x, = o, / = 0. 

Da essa (18), egualmente che per la (6\ si consegue 

sen-T-fx, — VA) = — ; sen — kvA. 

ovvero, avendosi pel raggio di curvatura della trajettoria (17) al punto 
A l'espressione R = —ri > si può scrivere 

(19) sen -^(x, — vj) = ^ scn ^kvj, 
e stante lo stesso valore di R si ha altresì 

L2 j 

(20) k = -r(jg — ac*) = -T(,g — ac*). 



e- - ' «; 



Con l'espressione (19) dalla seconda (17) risulta 
(2O x, = ^(**-2*'sen'-i-*vj), 

e per la (3) del § 547 viene 

(21) v= j/t;: + i^ ^k' - aPsen» ^**„«); 

queste espressioni (19)^ (21), (22) valgono alla determinazione della 



CAP. y. — IDRODIKAMICA. 2^9 



posizione M della molecola sulla trajettoria, e della sua velociti in quel 
sito, dato il tempo L 

550. Onde progressive semplici sovrapposte, onde stazionarie. 
— Se la superficie libera ha l'equazione nella forma 

(23) ^, = Z ^« cos (b^x^ -cj + 0> 

a^y *n> ^«> ^n essendo quantità date con « = i, a, . . . , si dice che n 
onde progressive semplici si sovrappongono simultaneamente alla superficie 
del liquido ; ciascuna di esse avente la sua amplitudine, la sua lunghezza, 
la sua velocità di propagazione, e il suo periodo. 

Allorché due onde progressive semplici, aventi la stessa amplitudine 
e medesima lunghezza, si propagano nello stesso tempo con velocità 
eguali ed opposte, esse costituiscono un onda sta^jonaria. La sua super- 
ficie libera, ad un istante /, atteso la prima (i^) ha per equazione 

X, = acos[^-^(x, — vj) + ej + acos[^-^(x, + vj) + A, 
ovvero 

(24) X, = 2a cos y-j-^-^ "* ~) ^^^ XV' '^ 2~) ' 

manifestante che a quel dato isttmte essa è una superficie cilindrica on* 
dulata, la cui base è una senosoide; i valori della x,^ che rendono x^ 
massima o minima sooo indipendenti da t^ ed espressi rispettivamente 
per le formole 

h essendo un intero come in (ii); un massimo o minimo di x^ corri- 
spondente ad uno di questi valori della x, , cioè 

(aé) x^=z± lacos y^vj + ^—^Y 

al contrario varia con t oscillando tra -f- 2a e — 2 a. 

La cresta di un'onda non fa dunque che montare e discendere 
sulla stessa verticale con movimento oscillatorio; quando la sua ordinata 
è nulla, la superficie libera ritorna momentaneamente ad essere piana, 
dietro tale istante dà luogo ad una cavità crescente sino a quando l'estre- 
mità ha raggiunto la profondità — 2 a, poscia il fondo del cavo rimonta^ 
e cosi via di seguito; pertanto queste onde diconsi stas^ionarie. 
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551. Onde solitarie o di traslazione. — Questa sorta di onde, 
osservate da Scott-Russell e da Bazin, propagantesi nei canali ret- 
tangolari sensibilmente orizzontali e di lunghezza indefinita, contenenti 
un liquido di profondità costante, si possono produrre in vario modo. 
Un mezzo assai semplice adottabile consiste nello stabilire in testa al 
canale, od a fianco dello stesso in sito verso monte, un serbatojo che 
possa comunicare col canale, o restarne intercettato mediante una cate- 
ratta, sollevabile rapidamente a volontà; in tali condizioni, a cateratta 
abbassata, si facci ammassare entro il serbatojo una quandtà sufficiente 
di acqua ad un livello sovrastante quello del canale, indi ad un tratto 
si sollevi la cateratta, il liquido dal serbatojo si riverserà rapidamente 
su quello nel canale, producendo sullo stesso un'intumescenza estesa 
a tutta la larghezza del canale, la quale prontamente si regolarizza di 
forma BAC (fig. 133), e tutta in risalto scorre a valle con velocità 

sensibilmente costante, mantenendo la 
forma assunta presso a poco invariabile 
durante un tempo assai lungo. É codesta 
intumescenza, che dicesi onda solitaria 
di irasluTiione, ed anche onda positiva; essa 
ha un'azione di moto su tutta la profondità dell'acqua nel canale, e dif- 
ferisce essenzialmente da quelle di oscillazione sopra considerate. 

Si può produrre un'onda solitaria concava negativa con un'ope- 
razione inversa all'anzindicata, cioè a dire nel menzionato serbatojo, a 
cateratta abbassala, si mantenga un certo \aioto col fondo sottostante 
al livello dell'acqua nel canale, quando bruscamente si solleva la cate- 
ratta, alquanta acqua si riverserà nel vuoto del serbatojo, producendo 
alla superficie preesistente dell'acqua nel canale un incavo, un'onda nega- 
tiva, propagantesi alquanto a valle in modo instabile; non è distinta come 
l'onda solitaria positiva, è sempre seguita da altre onde secondarie, e 
dopo avere percorso un certo tratto, subisce notevoli deformazioni, sicché 
non sia d'importanza occuparsi di tale specie di onde, e conseguente- 
mente ci limiteremo a considerarne solamente le posidve. 

Il BoussiNESQ. in una Nota pubblicata nei Comptes rendus, i** se- 
mestre del 1871, pag. 755, alla quale seguirono altre due nel 2° semestre 
dello stesso anno, stabili per primo la teoria delle menzionate onde, già 
osservate da Scott-Russell e da Bazin. Egli ha ammesso che il liquido 
nel canale stia in riposo al momento in cui le onde lo raggiungono ; se 
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fosse in movimento per filetti rettilinei e paralleli, con velocità pochis- 
simo differenti, ha ritenuto che con certa approssimazione, com'è pro- 
vato dalle numerose esperienze del Bazin, si possa supporlo immobile 
per rapporto ad assi coordinati animati dalla media delle dette velocità, 
e rapportare le onde a questo sistema di assi. 

552. I movimenti studiati essendo gli stessi su tutta la larghezza 
del canale, basta considerarli ip un piano verticale diretto secondo la sua 
lunghezza; in esso, e secondo il senso della propagazione dell'onda, si 
prenda il fondo orizzontale DE (fig. 133) per asse delle x^, ed una 
verticale diretta in alto per asse delle x^ ; si dinoti con H la profondità 

costante FH ad liquido in riposo, x , = i/ -|- /? la profondità nelle parti 

agitate, h^ il valore massimo AF ài hy valore il cui rapporto ad H sarà 
tuttavia supposto piccolissimo; sia p la densità del liquido, e sieno v, , v^ 
secondo gli assi Ox^, Ox^ le componenti all'istante / della velocità z; in 
un punto (x, , Xj), e v[ , v^ le componenti simili in un punto della su- 
perficie libera; infine si dinoti a> la velocità di propagazione dell'onda, 
g l'accelerazione della gravità supposta costante. 

I caratteri distintivi delle onde in esame, ammessi dallo stesso Bous- 
siNESQ., sono: 1° di produrre, al momento del loro passaggio, velocità 
sensibilmente costanti dal fondo alla superficie, di maniera che la t/ e la 
sua derivata in x, variino pochissimo con x^; 2° di percorrere grandi 
distanze con una velocità di propagazione costante, o senza alterazione 
notevole ; da questo secondo carattere consegue che le v^ , v^ sono sola- 
mente funzioni di x^ — <ùt ed x^. Si ammette pure che gli attriti sieno 
insensibili, e che si possa adoperare l'equazioni ordinarie dell'Idrodina- 
mica; si ammette altresì che il movimento sia permanente irrotazionale, 
che esista perciò un potenziale 9(^, , xj di velocità, talché siano (§ 507) 

, ^ d^ do dv, dv^ 

^ '^ ' ax, * ax, dx^ ax, 

Al movimento delle dette onde è dunque applicabile l'equazione (21) 
del citato § 507, che specificata alle condizioni e dinotazioni premesse 
può scriversi 
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e poiché v^j v^ si consideraDO funzioni delle x, — <ét, x, , stante le due 
prime pelazioni (27) si hanno 

dy, _ rf'y dv d(x^ — tùi) _ d*f 

"5r ~ dx^dt ~ dx^ Ti ~ "" " dx\ * 

dv^ d*9 dv, d(x, — wJ) d*9 

(i/ dx^dt dx, dt dx^dx^ 

donde si deduce 

Integrando quest'equazione, viene 

essendo /(l) la funzione del tempo arbitraria additiva, la quale risulta 
nulla, dappoiché per x, = 00 , x, = i/, le /?, f , , v, sono nulle, e dalla 

(a8) si trae 1?- = o; in cons^uenza nella stessa (28) alla ^ si può 

surrogare — « v, . 

D'altro canto, come ha osservato il Boussinesq., dall'inconipressibilitl 
del liquido deriva che il volume, per unità di larghezza del canale, 



^r\,dx, = BvXH+h) 



passato attraverso una sezione normale, durante un elemento di tempo 0, 
é eguale a quel tanto a> /;, che si trova di più al di là di quella sezione 
alla fine del medesimo istante, e si ha dunque v^H -^ h) =: (ah, quindi 
per una prima approssimazione 

, ^ <ùh dv, 0) dh 

In forza delle stesse prime due relazioni (27), l'equazione di con- 
tinuità (7) del § 505 dà 

d»9 , d'o dt;, dv, 

jT + Tb = O» ossia -r-^ = 7-S- , 

dx] * dxl * dx^ dx^ * 

pertanto si ha 

(30) t;, = - f'j^dx, = - -^j^x,, 

e di seguito alla terza relazione -(27) viene 

dv^ dv^ <é d*h 

dx, ~7r~~:ff7z**' 
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moltiplicata quest'ultima per dx^ ed integrata^ risalta 

La costante C si determina con la condizione precedente dell'incom- 
pressibilità del liquido, cioè a dire si moltiplichi la stessa equazione per 
dx^y Q s'integri tra i limiti zero ed if -|- fc della x^ , si ottiene 

'•>h = --^j^iH-\.hy-\-CiH-\-h), 

dividendo questa per H -{- h^ omessa h in confronto di H nel fattore 
(i/ -{- hy , si consegue 

^~ H+h'^ 6H dx\ ' 
e di seguito si ha 
r \ <ùh . <ù d^b .rj^ ,. 

553. Riferendo questa espressione e la (30) alla superficie libera 

con porre x^ = //, ed a luogo del primo termine in (31) posto 

fàh / b \ , „ . . 

-^11 jjìy SI ottengono 1 espressiom 



db 
(I) 



sostituendo le stesse nell'equazione (28), riferita questa alla superficie 
libera con porre p = o, x^ = H -\- h, dietro riduzione risulta 

Questa equazione si può scrivere da prima nella forma 
d'h , 6h _ $r{dhy. { hY-\ , 6a>»<> 

e sottraendo d ambedue i membri la quantità —ffi viene 



2 



g 



* ,6A__2tó^_ SndhV, (hy,2iù'/i hy\ 
dx^,-^H' gW- l!WdiJ^^\H)^jH\-T—H)y 

si scorge facilmente che il primo membro moltiplicato per (i^ è il dif- 
ferenziale della quantici tra parentesi rette, che segue ^ nel secondo 

ri 
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membro, pertanto si ha 

+7^(f-^)] = ->- 

Integrando quest'ultima equazione, con porre al primo membro 
— log. ip, C per la costante additiva, si ottiene 

in conseguenza risulta per integrale primo della (33) 

Determinata la costante C con osservare che per fe = o sia —, — = o, 

indi sviluppando l'esponenziale sino al termine contenente h^y e ridu- 
cendo si trova 

\dx,) - gH\H) ^\h) gH\H) ' 
in forza della (33) posto nell'ultimo termine del secondo membro gH 

che segue, infine per la (34) risulta 

Al vertice dell'onda, in cui h ha il valore massimo fc^, e la derivata 
di fc in jc, è nulla, quest'equazione (35) dà 

relazione trovata sperimentalmente da Scott-Russell e verificata da Bazin. 
Stante quest'ultima (36) l'equazione (35) si può scrivere 

e posta -j— = 3[* si ha 



dx 
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la quale equazione integrata di 

01 determim la costante C riferendo l'equazione al punto culminante, 
pel quale si ha b = ^o» ^ =^ i, e se a> 1 designa la corrispondente ascissa, 
risulta C = «i> /, conseguentemente si ha 

e per l'equazione inversa 

l 
da quest'ultima equazione si deduce 

ed elevando a quadrato, rimesse indi l'espresfidoni di ;(^ e di ^, si otr 
tiene per l'equazione int^ale della (35) 

(38) 4feo = b + e''''^ +^ »^«^ Ji. 

Dalla stessa si rende manifesto che la superfìcie libera dell'onda è 
simmetrica per rapporto al verticale determinato dalla linea di colmo, o 
corrispondente all'ascissa (ut ed ordinata Z?^, ed è tutta al disopra del 
livello BC del canale; la curvatura di essa superficie, sensibilmente è 
misurata dalla derivata seconda di h in x^ e stantechè questa, in forza 

delle (33), (35), (36), omettendo il termine -^ {h^ — fc)-7j5, ha per e- 
spressione 

poiché la medesima si annulla con ih^ — 3^ = 0, risulta che vi sono 
due inflessioni, secondo le due rette simmetriche al suddetto verticale, 
che corrbpondono alle altezze sul livello del canale 

Infine è da rilevare che pel volume Qy in una unità di larghezza 
del canale, del liquido formante l'intumescenza, o corpo dell'onda BAC 

F. CALDAftBAA. — ìiucùmicat TOl. HI. )4 



1/66 PAKTI T E TI. — BQPIUBUO B MOTO DEI SISTEMI CONTIMUI, ETC. 

(fig. 133), Stante la (37) à ha 

e per determinare il suo centro di gravità G si osserva che, essendo 
la medesima simmetrica rispetto al piano verticale sopra indicato, il 
punto G devesi trovare sull'ordinata h^ della menzionata linea di colmo, 
in cons^uenza dinotata V l'altezza di detto centro sul livello del canale, 
si ha 

e per mezzo dell'espressioni (37), (40) si consegue 

Sull'onda soliuria, oltre della citata i^ Nota del Boussikesq, si 
confr. il Cap. X delle lezioni sulla teoria delle maree, parte prima, 1898, 
dell'illustre Prof. Maurizio Levy. 



Fine del volume terzo e del cx>rso. 
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